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Introduccio

Per a estudiar un sistema mecanic cal, en primer lloc, definir-lo correctament i, a con-
tinuacid, establir-ne un model que permeti la descripcié quantificada del seu compor-
tament fisic i que, per tant, ha de tenir en compte la representacié —matematica— de
les diverses realitats fisiques que hi intervenen —possibilitats de moviment, massa,
flexibilitat, dissipacié d’energia... El comportament dinamic del sistema queda alesho-
res descrit per les solucions d’una o més equacions diferencials —equacions del movi-

ment.

Les equacions diferencials resultants poden ser o no lineals amb les variables que des-
criuen el moviment del sistema —coordenades generalitzades— i les seves primeres i
segones derivades. Si sén lineals es diu que el sistema inicial és de comportament li-
neal, en cas contrari és de comportament no lineal. Les equacions diferencials lineals,
en particular les de coeficients constants, tenen solucié analitica, i és prou senzilla, de
manera que permeten establir un cos de doctrina analitic i general sobre el compor-

tament dels sistemes de comportament lineal, cosa que obviament en facilita I'estudi.

La configuracié geométrica i les possibilitats de moviment d’un bon nombre de siste-
mes mecanics es poden descriure amb un nombre finit i sovint relativament baix de
coordenades generalitzades i de graus de llibertat. Aquest és el cas per exemple d’un
péndol de rellotge, el de molts mecanismes com ara el pisté-biela-manovella d’un
compressor alternatiu i el de vehicles com ara una motocicleta. Aquests sistemes, en
general, es poden modelitzar amb particules materials, solids rigids i membres defor-
mables sense massa. La configuracié dels sistemes que inclouen membres amb inércia
no negligible i deformables —solids no rigids i fluids— cal descriure-la punt a punt; aixo
fa que, en principi, siguin necessaries infinites coordenades i per tant tinguin infinites
possibilitats de moviment —graus de llibertat. Aquest és el cas per exemple d’una bi-
ga, d’un carril de la via del tren o de la columna d’aire de l'interior del tub d’un ins-
trument musical. Considerar que un solid és rigid o que un fluid és incomprensible és
una qiiestié que cal analitzar detalladament en el moment d’establir el model del sis-
tema que es vol estudiar, per tal d’arribar a una situacié de compromis entre la difi-
cultat de plantejar i resoldre el model, o la possibilitat de fer-ho en un temps raonable
amb els recursos disponibles, la informacié disponible del comportament dels elements
constituits del sistema, les dades de partida i la seva precisio i els resultats requerits i

la precisié necessaria d’aquests.
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Els sistemes que es poden modelitzar i estudiar correctament amb un nombre finit de
coordenades generalitzades i de graus de llibertat s’anomenen usualment d’n graus de
llibertat i també alguna vegada sistemes discrets o sistemes de parametres concen-
trats (lumped parameters en la bibliografia en anglés). El seu estudi dinamic reque-
reix el plantejament i la resolucié d’equacions diferencials ordinaries. Els sistemes que
requereixen una descripcié de la configuracié punt a punt s’anomenen sistemes conti-
nus. En aquest cas, 'estudi de la dinamica porta a la utilitzacié d’equacions diferen-
cials en derivades parcials. La configuracié d’aquests sistemes si sén de geometria
simple, per exemple una barra cilindrica uniforme, es pot definir utilitzant funcions
analitiques continues simples i se’'n poden obtenir solucions analitiques. Ara bé, és
evident que la configuracié de la major part de sistemes continus no pot ser descrita
d’aquesta manera; només cal pensar, per exemple, en com descriure analiticament la
carrosseria d’un cotxe. Aleshores, s’utilitza un nombre suficientment elevat de punts
per descriure la configuracié del sistema amb prou precisié i el seu estudi es conver-
teix en l'estudi d’un sistema d’un nombre elevat de graus de llibertat, que pot ser
resolt amb la capacitat de calcul disponible. Aquest procediment s’anomena métode
dels elements finits (MEF o FEM en la bibliografia en angleés).

En aquesta monografia s’estudien sistemes d’un i d’n graus de llibertat. Com és habi-
tual en els textos de vibracions els sistemes d’n graus de llibertat es consideren holo-
noms, és a dir que el nombre de coordenades generalitzades coincideix amb el nombre
de graus de llibertat. Els casos en que la situacié no és aquesta, en les aplicacions
practiques es pot donar quan apareix rodolament sense lliscament i moviment a

I’espai, sén tractats de manera particular.

1 Obtencié de les equacions del moviment

Les equacions del moviment es poden obtenir, en principi, pels diversos procediments

usualment utilitzats:

e Teoremes vectorials, adequats per a sistemes d’un i d’n graus de llibertat. Per poc

complicat que sigui el sistema facilment porten a un desenvolupament carregéds.

e Metode de les poténcies virtuals amb moviment virtuals compatibles amb els enlla-
¢os, adequat per a sistemes d'un i d’n graus de llibertat. La simplicitat del métode
quan s’aplica a situacions estatiques o quasiestatiques desapareix, almenys en part,
quan s’aplica a situacions dinamiques a causa de la complexitat que pot represen-

tar la determinacié de les forces d’inércia de D’Alembert.
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e Teorema de l'energia o principi de conservacié de ’energia, adequat i ampliament
utilitzat per a sistemes d’un grau de llibertat. A mesura que el sistema d’estudi es
complica, establir les relacions vectorials requerides pels teoremes vectorials es fa
més dificil i el tractament escalar basat en ’energia cinética, ’energia potencial i el
treball o la poténcia presenta avantatges considerables. A més, les forces i els mo-

ments dels enllagos sense frec es poden ignorar en aquesta formulacio.

e Equacions de Lagrange utilitzades per a qualsevol sistema perd usualment reserva-
des als sistemes d’n graus de llibertat. Igual que el teorema de ’energia es basen en

I’energia cinética, l’energia potencial i el treball o la poteéncia.

2 Linealitzacio

Els avantatges que presenta la utilitzacié d’un model de comportament lineal fan que,
molt sovint en l’estudi de vibracions, si el model directament obtingut no és de com-
portament lineal es passi a buscar un model de comportament lineal que I’aproximi.
Aquest procés s’anomena linealitzacié del model o de les equacions que descriuen el
seu comportament. Es usual justificar la bondat de la linealitzacié adduint que les
vibracions solen ser de petita amplitud comparada amb el marge de moviment possi-
ble. Quan els marges de moviment sén grans a vegades es procedeix a la linealitzacié
per trams, és a dir a descompondre el marge de moviment en un conjunt de trams en

cadascun dels quals es pot admetre un comportament lineal.

La no linealitat prové de tres fets no excloents. El primer és el caracter no lineal del
comportament dels elements constitutius del sistema; aquest és el cas, per exemple,
d’un element elastic —molla, ballesta...— que fa entre els seus extrems una forga de
repulsié no proporcional a la seva deformacié, o el d’un topall que limita el marge de
funcionament o fa intervenir nous elements, com per exemple molles més rigides. El
segon fet és la geometria del sistema, les relacions entre distancies i angles en general
no sén lineals; aquest és el cas, per exemple, d'un péndol on I’algcada del seu centre
d’inércia és una funcié trigonomeétrica de I’angle que gira. El tercer fet és 'aparicié de
termes quadratics en la velocitat en les equacions de la dinamica; apareixen, per
exemple, en el terme de I'acceleracié de Coriolis quan es planteja una composicié de

moviments.

Es usual abordar per separat, almenys conceptualment, la linealitzacié del comporta-
ment dels elements —linealitzaci6 de parametres— i de les equacions del moviment.

D’aquesta manera es té:
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e Linealitzacié per trams. Es tracta de descriure el comportament global del sistema,
o d'un dels seus elements, amb un cert nombre de conjunts d’equacions lineals de
manera que cada conjunt és valid per a un tram del marge total de moviment i les

condicions finals d’un tram sén les inicials del segiient.

e Linealitzacié de parametres. Tipicament es parla de la linealitzacié del comporta-
ment dels elements elastics —molles— i dels elements dissipadors d’energia

—amortidors.

e Linealitzacié de les equacions a posteriori. Es tracta de trobar les equacions del
moviment per qualsevol dels procediments descrits i, posteriorment, linealitzar-les

aplicant el desenvolupament en serie de Maclaurin o de Taylor.

e Linealitzaci6é de les equacions a priori. Tant el teorema de 1’energia com les equaci-
ons de Lagrange permeten fer un desenvolupament amb el qué s’obté un procedi-

ment que proporciona directament les equacions del moviment linealitzades.
2.1 Linealitzaci6 per trams
A la figura 1 es mostra un sistema en el qual el bloc de massa m esta permanentment

unit als dos conjunts molla-amortidor. Per limitar oscil-lacions de gran amplitud dis-

posa de dos topalls elastics representats per les molles de constant ks.

Fig.1 Sistema oscil-latori amb topalls.

L’equacié del moviment del bloc es pot determinar aplicant-li el teorema de la quan-
titat de moviment. Ara bé, cal tenir en compte que el sistema de forces exteriors de-
pén de la posici6 x i que, per tant, es tenen tantes expressions diferents, tres en
aquest cas, com estats de forces exteriors diferents hi ha. Si les molles i els amortidors
sén de comportament lineal es tenen tres trams del moviment del bloc, cadascun des-

crit per una equacié diferencial lineal:
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Entre topalls, — 1 <z <1 mi+2ct+2kxr =0
Contacte amb topall dret, z > [ mi+2ct+2kr+k(z—-10)=0

Contacte amb topall esquerre, z < =l  mZ +2ci+2kz +k(z+1)=0

Per a la determinacié del moviment del bloc per integracié de les equacions anteriors
cal procedir de la segiient manera: les condicions inicials fixen en quin tram s’inicia el
moviment i per tant quina és I’equacié que inicialment descriu el seu comportament;
a partir d’aqui, el sistema evoluciona i si arriba a un canvi de tram l’equacié corres-
ponent al nou tram pren el relleu de ’anterior i les condicions de posicié i de velocitat
amb les quals s’abandona el tram passat sén les condicions inicials del nou tram; du-
rant el moviment, es poden anar produint canvis de tram per als quals se segueix el

mateix procediment.

A la figura 2 es pot veure el grafic del desplacament i de 'acceleracié del sistema de
la figural amb: m=1kg, k =200N/m, k =200N/m, c¢=0,25N/(m/s),
[ = 50 mm, quan les condicions inicials sén: zy = 100 mm i vy = 0 m/s. S’observa
una clara diferéncia entre els primers 2,5 s, durant els quals se sobrepassa ’amplitud
de 50 mm i per tant el sistema passa pels tres trams i el comportament global del
sistema és no lineal, i els 2,5 s restants en els quals el sistema recorre sempre el tram

central i el seu comportament és per tant lineal.

z [mm] T [m/s?]
100 o 100
50 F A f 50
O R EE A P FY 1, 0
so TRV EEEE
-100 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -100
0 1 2 3 4 5 ts] 0 1 2 3 4 5 tls

Fig.2 Desplagament i acceleracié del sistema de la figura 1.

AN Laboratori de Maquines 9

Q" @ Departament d’Enginyeria Mecanica



2.2 Linealitzacio de parametres

La linealitzacié dels parametres d’un sistema s’aborda tipicament de dues maneres:

linealitzacié per trams i linealitzacié al voltant d’un punt de funcionament.

Linealitzacié de parametres per trams

La linealitzacié per trams s’aplica, per exemple, per a una descripcié simplificada del
comportament dels amortidors d’una suspensié i sol fer-se per inspeccié directa. A la
figura 3 es mostra la corba caracteristica forca-velocitat d’'un amortidor per a la sus-
pensié d’un vehicle i una possible aproximacié en quatre trams, dos en la zona de
compressi6 —forca de repulsié entre els seus extrems— i dos en la zona d’extensié
-forca d’atraccié entre els seus extrems.

F,

C

Extensio Compressié

Fig. 3 Corba caracteristica d’un amortidor per a la suspensié d’un vehicle. En vermell l'original i en

blau 'aproximacié per trams.

Linealitzacié de parametres al voltant del punt de funcionament

La linealitzaci6é al voltant d’un punt de funcionament s’utilitza, en general, quan de
tot el possible marge de treball d'un element només se n’utilitza o és d’interes un
tram relativament reduit. Aquest és el cas, per exemple, dels elements elastics d’una
suspensié d’un vehicle quan s’estudia el seu comportament de cara al confort dels
passatgers en una carretera de rugositat raonable; probablement, caldria replantejar
la possibilitat de linealitzacié6 per al mateix estudi en un recorregut per pista, fora

d’una carretera amb ferm.

A la figura 4 es mostra 'esquema del model més simple que es pot plantejar per a

I’estudi d’una suspensié. El model és d'un grau de llibertat associat a la translacio
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vertical x de la massa suspesa m del vehicle —carrosseria, motor, etc. La suspensié es
modelitza mitjancant un element elastic entre la massa suspesa i el terra, que de fet
inclou el comportament de la suspensié propiament dita i dels pneumatics. La sus-
pensi6 fa la forca de repulsié entre els seus extrems que es mostra a la figura. Es pren
x = 0 quan la roda toca just a terra i la suspensié fa for¢ca nul-la de manera que x és

la compressié de ’element elastic de la suspensio.

f Massa suspesa Forca de repulsié

Jéi eng lg f(z)

Suspensid
ya p

f(z)

Fig. 4 Esquema d’un grau de llibertat per a I’estudi de la suspensié i la seva forca de repulsié.

Per a trobar I’equacié del moviment només cal considerar el diagrama de cos lliure de
la massa suspesa, figura 5, i plantejar el teorema de la quantitat de moviment en di-

recci6 vertical, amb la qual cosa s’obté:
miﬁzmg—f(x) 1]

L’equacié 1 és no lineal, en z, a causa de la relacié no lineal entre el desplacament x i

T ye
A

mg f(2)

la forca de repulsié f(z).

Fig. 5 Diagrama de cos lliure de la massa suspesa.

L’expressié 1 permet determinar quant es comprimeix la suspensié en repos o, el qué
és el mateix, determinar la posicié d’equilibri, posicié en la qual ’acceleracié és nul-la
si la velocitat és nul-la (aix{ si el sistema es deixa en repos en aquesta posicié, £ =0,

s’hi queda ja que Z = 0). Per tal que es compleixi aquesta condicié la forca de repul-
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si6 de la suspensié f(z) ha d’igualar al pes m g. A la figura 6, es mostra ’'obtencié

< , D
grafica d’aquesta posicié zy.

Forga de repulsié
f(z)

mgqg >

—=> myg

T,
k=tan o 1

Fig. 6 Posicié d’equilibri i linealitzacié de la forca de repulsié al seu entorn.

Es logic considerar que en el moviment del vehicle en carreteres de perfil no excessi-
vament agressiu la suspensio treballa a I'entorn d’z., 1 per aquesta raé se substitueix,
a l’entorn del punt E de la figura 6 tal com es mostra, la corba f{z) per la seva tan-
gent. De fet, se substitueix la corba pels dos primers termes del seu desenvolupament
en série de Taylor. En resum, per a estudiar el comportament de la suspensié en les

condicions citades, la forga f{z) es pot escriure:
f = mg+k<x—xeq)+0(x2) o f(x)~ mg+k(a:—xeq>
Amb la qual cosa ’equacié del moviment [1] queda:

mjf:mg—(mg—l—k<x—xeq)):—k(x—xeq) 2]

Aquesta equacié diferencial és ja lineal. En l’estudi de vibracions és usual prendre
I'origen de les coordenades a la posici6 d’equilibri de manera que si es pren

€= T — Ty 1 s’escriu l'equacié en forma canonica es té:

mé+ke=0 [3]

Si bé és evident, cal remarcar que ’equacié 3 només és valida per a petits moviments
al voltant de la posici6 d’equilibri; en passar de I’equacié 1 a la 3 s’ha guanyat en
simplicitat perd s’ha perdut en generalitat, no es poden estudiar moviments de gran

amplitud ni es poden trobar les possibles posicions d’equilibri.
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2.3 Linealitzacio de termes de I'’equacié del moviment

En algunes ocasions, en determinar les equacions del moviment apareix només un
sumand, o uns pocs, prou senzill que la fan no lineal. En aquests casos, la linealitzacié
es pot fer simplement linealitzant cadascun dels sumands per separat. L’exemple tipic

és el pendol de la figura 7.

Fig. 7 Péndol amb moviment en el pla vertical.

Els parametres inercials que caracteritzen el péndol sén: la massa m, el moment
d’inércia I respecte a l'eix de l'articulacié O i la posici6é del centre d’inércia G defi-
nida per la seva distancia [ a O. Per a descriure la configuracié i el moviment,
s'utilitza la coordenada ¢, angle entre la vertical i OG. L’equacié del moviment del
péndol es determina, per exemple, aplicant el teorema del moment cinétic en el punt
O, centre de l'articulacié, i en la direccié perpendicular al pla del moviment, que coin-

cideix amb la de 'eix de I’articulacié. L’equacié que s’obté és:

Iog+mglsin(p) =0 [4]

El terme m glsin(¢) és no lineal en ¢ ja que ¢ és 'argument de la funcié sinus. La

determinacié de la posicié d’equilibri és trivial; fent ¢ = 0 a ’equacié 4 es té:

@eq:nﬁambnEZ

La posicié d’equilibri ¢ = 0 és estable i s’estudia el moviment oscil-latori del péndol
al seu voltant. Per a obtenir una equacio lineal valida a I’entorn d’aquesta posicié cal
linealitzar el terme m g lsin(y), el terme que conté l'acceleracié ja ho és, i per fer-ho

s'utilitza la descomposicié en serie de Taylor.
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La série de Taylor és la representacié d'una funcié com una suma infinita de termes
calculats a partir del valor de les seves derivades en un sol punt. La serie de Taylor

de la funcié f(z) infinitament diferenciable a I'entorn d’z = 1z és la série de poteéncies:

f(:B)Zf(xO)-I—df(x) (x—xo)-l—...—i-iw <$—£E0>n+...

n! qz"

De manera que si es vol una aproximacio lineal d’f(z) cal tenir en compte que:

df(x)

(a; —:ro) + O(:r2)

Z'ZZEO

Per tant:

Si 7y = 0 aleshores la seérie s’anomena de Maclaurin.

El desenvolupament en série de Taylor de sin(y) a l'entorn de ¢ = 0 (série de Ma-

claurin) és:

3 5
: PP 7
sm(gp)—gp Y + 5] +O(g0 )

Substituint el terme lineal d’aquesta série a ’equacié 4 s’obté ’equacié del moviment

del péndol linealitzada.

Ingp+mgle=0 5]

2.4 Linealitzaci6 global de I'equacio del moviment

Sovint, cal plantejar la linealitzacié de 1’equacié de moviment de manera global, no
només d’algun terme individual com s’ha vist en l’apartat anterior. Per a fer-ho,

I’equacié del moviment f (q, q, q) = 0 es considera que és una funcié f (q, q, ('j) de tres

variables —¢q, ¢ i §— que descriu el moviment del sistema quan val 0. Aixi doncs, la
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linealitzacié de l’equacié del moviment és la linealitzacié d’ f(q, q, q) per a les tres

variables —q, ¢ i ¢— i la posterior igualacié a 0 de la suma de termes lineals.

La linealitzacié d’una funcié de més d’una variable també es fa a partir de la seva

série de Taylor:

of of
f(x,y,z) = f(xovy(yzo) +%z=x0 (:17 - :170) + 8_y$:% (y - yo) +
Y=Y Y=Y
2=z, =2
of
Ez:[po (Z — ZO) + 02
Y=Y
z2=z;

El moviment oscil-latori s’estudia al voltant d’una posicié d’equilibri estable i per a
velocitats i acceleracions que oscil-len a ’entorn del 0, ja que si no el sistema aniria
marxant de I’entorn d’aquesta posicié. Aixi doncs, la linealitzacié es realitza al vol-

tant d’@y = (geq, 0, 0) i si es pren la coordenada € = g - g (é =¢q, &= ij) s’obté:

f(d,q,q):f(w0>+z—§ é’+2—§ é+g—§ e+0’

0 0 Ty

El sistema pot estar en la posicié d’equilibri amb velocitat i acceleracié nul-les per

tant f(xy) = 0 i ’equaci6é del moviment linealitzada queda:

off . off . Of 0 ’

Rl T Tl

ail " o4 ST a4 ° 6]
LUO X, T,

0 0

En 'exemple del péndol de "apartat anterior es té:

f(% @, s'é) =Ilo¢+myglsin(p); ¢y = (0, 0, 0)

of of of
= =los 7| =05 o~ =myl
0¢ d¢

[’20) %o 2]

Resultats que substituits a ’expressié 6 reprodueixen 'equacié de moviment del pén-

dol linealitzada, equacié 5.
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Com a segon exemple per a aplicar la linealitzacié de ’equacié del moviment, a la
figura 8 es mostra un sistema format per una excéntrica que manté contacte amb un
bloc que es pot moure verticalment i una molla. El moment d’inércia de I’excéntrica
respecte a l'eix de l'articulacié O és I, la seva massa és m,, el seu radi és R i
I’excentricitat és e; la massa del bloc és my,; la molla és lineal de constant ki fa una
forca d’atraccié entre els seus extrems 7; quan ¢ = 0. L’equacié del moviment es pot
determinar, per exemple, fent ts del teorema de I’energia en versié diferencial i tenint
en compte que totes les forces que fan treball no nul, els pesos i la molla, deriven de

potencial.

Fig. 8 Excéntrica amb un bloc i una molla.

Per a descriure el moviment s’utilitza la coordenada generalitzada ¢ i per simplificar
Iescriptura s’utilitza la variable auxiliar [/, longitud de la molla. L’energia cinética i

I’energia potencial (definida a partir de la configuracié ¢ = 0) sén:

2
E, = %Iong +%mb (esin(e)] ¢

E, = E, pes + B olla = (me + mb)ge(l — cos (go)) +
%k(l —(h— 7"))2 +Ty(l—(h—7)) amb
1/2

| = (r2 + h? —2rhc0s(g0)>

Substituint les expressions anteriors a la versié diferencial del teorema de 1’energia,

que es descriu detalladament més endavant, s’obté ’equacié del moviment:
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dE,

E,=P=— P @
([O + my, e sin® (cp))gb + my, e sin () cos () o + 8]
rhsin
(mb—|—me)gesin(g0)—i—(k(l—(h—r))—l—Td#:0

Fent ¢ =01 =0 a l’equaci6 8 es té:

gpeq:n’rrambnEZ

L’equacié anterior linealitzada al voltant de configuracié d’equilibri Yoq = 0,1 fent s

de l'expressi6 6 amb ¢y = (0,0, 0), condueix a:

of of of rh
9% =1o; 7% =0; 90 :(mb+me>ge+mT0
“o “o %o [9]
rh
I ¢+ (m, +me)9€+—(h_,,>T0 »=0

Linealitat de I'’equacio del moviment en I'acceleracio

Si s’observen les equacions del moviment, expressions 4 i 8, dels exemples analitzats
es posa de manifest la seva linealitat pel que fa a ’acceleracié; en els dos casos
I’acceleracié ¢ apareix tnicament multiplicada per un coeficient, constant o funcié
només de ¢. Aquest fet no és una situacié particular, sempre és aixi ja que la formu-
lacié de la Mecanica és lineal pel que fa a 'acceleracié —F = m a. A partir de la for-
mulacié de ’equacié del moviment per mitja del teorema de 1’energia en versié dife-
rencial, es demostra, tal com es veura, que el coeficient de 'acceleracié és la inércia
reduida, que només és funcié de la configuracié, associada a la coordenada generalit-
zada, @ en els exemples. En 1’equacié linealitzada, el coeficient de l'acceleracié és la
inércia reduida particularitzada a la configuracié d’equilibri. En resum, en 1’equacié

del moviment, si convé, es pot aillar facilment ’acceleracié i escriure § = g(q, Q).
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3 Sistemes vibratoris

3.1 Sistemes autonoms o lliures

A l'equacié del moviment dels exemples mostrats fins ara, no intervé el temps de ma-
nera explicita, f (q, q ,'q') = 0. Aixo fa que l'evolucié temporal del moviment del sis-
tema, solucié d’aquesta equacié, només depengui d’ell i de les condicions amb qué
s’inicia el moviment, condicions inicials. Aquests sistemes s’anomenen autonoms, i al
seu moviment, moviment lliure. La independéncia de ’exterior de I’evolucié temporal
del sistema estudiat es posa de manifest per dos fets: la coordenada ¢ i la seva deri-
vada ¢ descriuen unicament l’estat del sistema, no d’elements externs; la forma con-
creta d’f (q, q ,'q') reflecteix, també tunicament, les caracteristiques del sistema
—inércies, resisténcies passives... — que queden quantificades pels parametres que les

defineixen.

3.2 Sistemes no autonoms

Els sistemes no autonoms sén aquells sistemes tals que el seu comportament no depén
exclusivament d’ells mateixos, siné que es veu influit per I’entorn amb el qual inter-
accionen. L’equacié del moviment dels sistemes no autonoms depén explicitament del
temps f(q7 q.,q, t) = 0. Amb la variable temps s’inclou en l’equacié del moviment

I'efecte de ’entorn.

/ Massa suspesa
, /, m l g
T j %e E
x

Suspensio
/ /Perfil de la carretera

Fig. 9 Vehicle desplacant-se sobre una carretera rugosa.

Si el vehicle considerat a la figura 4 avanga amb velocitat horitzontal constant v per
una carretera també horitzontal en mitjana perd amb un perfil de rugositat vertical
y(t), U'estudi de la suspensio i el confort dels passatgers es pot fer mitjangant el model

esquematitzat a la figura 9. El model s’obté per inversié cinematica o canvi de refe-
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rencia de manera que la carretera passa per sota del vehicle que es manté quiet horit-

zontalment.

En aquest nou model, l'alcada y del perfil de la carretera sota el vehicle és funcié de
la seccié, longitudinal, de la carretera per on circula el vehicle. Aquesta seccié es pot
definir mitjangant el recorregut s del vehicle sobre el tragat de la carretera, que és
proporcional a la velocitat v del vehicle i al temps t. En definitiva doncs, el perfil de

la carretera queda descrit en el model com una funcié del temps y(?).

La compressi6 de la suspensi6 és x — y(t) i I’equacié del moviment vertical de la mas-

Sa suspesa és ara:

m:fzmg—f(x—y(t)) [10]

La definicié de posicié d’equilibri normalment emprada, posicié a la qual si es deixa el
sistema en repos s’hi queda, estrictament no es pot fer servir perqué que el sistema
romangui en repos depén del sistema i també d’y(t). Queda clar que el sistema no és
autonom i que la seva dependéncia de I’entorn esta inclosa en la dependéncia tempo-

ral de 'alcada y del perfil.

La posicié d’equilibri trobada anteriorment es pot utilitzar, ara, considerant-la la po-
sicié6 d’equilibri que correspondria si y(tf) = 0, y permanentment nul-la. Seguint els
passos descrits per a trobar les equacions 2 i 3, la linealitzacié de 1’equacié 10 porta a

I’equacio:
mé—l—kg:ky(t) [11]

En aquest exemple, s’observa que en l’equacié del moviment linealitzada apareixen
separats el terme que descriu el sistema, f (q, q, ij) =mé+ ke, iel terme funcié del
temps, e(t) = ky(t). Quan aixd passa, sigui el sistema lineal o no, es pot interpretar
com que el primer terme descriu el comportament autonom o lliure del sistema i que
el segon descriu Pexcitacié que rep de lentorn. Es una situacié molt general per a
sistemes lineals i aleshores es parla, en I’ambit de les vibracions, de sistemes excitats

o forgats i de la seva resposta excitada o forgada.

A la figura 10, es mostra l’esquema d’una palanca fixada a terra mitjancant

Particulacié O i accionada amb la for¢a F(t) que li és perpendicular. Gracies a la mo-
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lla torsional de comportament lineal de constant k, la palanca es manté en equilibri a
¢p quan la forca d’accionament és nul-la. El moment d’inercia de la palanca respecte

a l’eix de 'articulacié O és I i la seva massa és m.

Fig. 10 Palanca accionada per una forga exterior.

L’equacié del moviment de la palanca és:

Iogb-l—mge(cos((p)—cos(goo))-I—k(go—goo):—lF(t) [12]

En aquesta expressié, s’observen el terme no lineal que descriu el comportament au-

tonom f(q, q, q) =15¢+ mge(cos(g@) — cos (goo)) +k(p—py) 1 el terme d’excitacié
funcié del temps e(t) = —lF(t).

L’equacié del moviment de la palanca, expressié 12, linealitzada a ’entorn de la posi-

ci6 d’equilibri ¢ i prenent € = ¢ - ¢ és:

Ioé+(k—mgesin(gpo))5:—lF(t) [13]

Fig. 11 Péndol de llargada variable.
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A la figura 11, es presenta un nou exemple de sistema no autonom, un péndol de llar-
gada variable. Una particula P de massa m esta penjada del sostre per mitja dun fil,
inextensible i de rigidesa a flexi6 nul-la, de llargada {. La llargada lliure OP del fil es
modifica variant ’alcada h(t) del seu extrem Q per a la qual cosa cal fer una forga
vertical F(t). Aplicant els teoremes vectorials, és senzill obtenir ’equacié del movi-

ment en el pla vertical del dibuix i la forga F(?):

1 +21¢ + gsin(p) =0 amb =1 —h(t)
) [14]
F(t) = m(—l +1$% + gcos(go))cos(gp)

L’equacié del moviment es pot linealitzar a I’entorn de ¢ = 0, posicié d’equilibri per a
h(t) = 0, i s’obté:

1$p+2lp+gp=0

Tant en 'equacié del moviment general com en la linealitzada, s’observa que els coe-
ficients de ¢ i ¢ sén funcions temporals. En les equacions del moviment lineals vistes
en els exemples anteriors, els coeficients de ¢, ¢ i ¢ sén constants i en els exemples
més simples corresponen directament als parametres fisics —inércia, rigidesa i esmorte-
iment— del sistema; és per aquesta raé que sovint aquest coeficients s’anomenen pa-
rametres del sistema. Les vibracions de sistemes no autonoms, que es generen en sis-
temes com el de la figura 11, atribuibles a la variacié temporal dels seus parametres

s’anomenen vibracions parametriques.

3.3 Sistemes d’'n graus de llibertat

Els temes i els exemples tractats en els apartats anteriors s’han presentat sota
I'optica de sistemes d’'un grau de llibertat; ara bé, tots els conceptes exposats sén
aplicables a sistemes d’n graus de llibertat. Cal, pero, tenir en compte que la feina,
probablement més que la complexitat, tant de trobar les equacions del moviment com
la seva linealitzacié augmenta molt amb el nombre de graus de llibertat. Cal linealit-
zar les n equacions del moviment f, (q, q ,ij) =0, q és el vector de les n coordenades
independents del sistema, utilitzant una expressié equivalent a 1’expressié 6 perd amb
totes les derivades parcials pertinents. Per a un sistema autonom de dos graus de lli-

bertat es té:
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fl (QD T2 0 B Q2) =0 Lo = |Qeqs P©eq> 07 07 07 0
f? (C.Ila qa, (jla (127 (.jlv QQ) =0 61 —a qleq; 62 2T QQeq
S | R PR 1 | [15]
o ST v aaT | ST | 4T &=
8q1 3(12 a% 3‘12 8(11 5972
Ty Lo Lo Zo Lo Zy
0f g + Ok & 0h € 0% 15 0k g + Ok 3 0
T ST T aaTa | ST | &4 | &=
0q 0y dq 0qo dq 0q
; Zo Zo Zy x) x x

Fig. 12 Péndol amb bloc lliscant.

La figura 12 mostra ’esquema d’un sistema de dos graus de llibertat en el qual el bloc
pot lliscar respecte al brag articulat a O. El brag és d’inércia negligible, el bloc és de
massa m i el seu moment d’inércia respecte a l’eix perpendicular al pla del moviment
que passa per G és Ig. La molla és de comportament lineal de constant ki fa una
forca tal que p = gy quan el sistema estd en repos a ¢ = 0. Les resisténcies passives
sén negligibles. Les equacions del moviment es poden trobar, per exemple, aplicant els

teoremes vectorials al bloc i s’obté:

(IG +mp2)¢+2<,bppm+mgpsin(<p) =0

m(p =& p)+k(p—py) =0

Aquestes equacions es poden linealitzar a I'entorn de a2y = (g, 0,0, 0, 0, 0) aplicant les

expressions 15 i es té:
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(I +mpg)@+mgpyp =0

mp+k(p—py)=0

4 Teoremade I’energia

El teorema de l’energia, o principi de conservacié de I’energia en un sistema mecanic,
en versié diferencial permet determinar 1’equacié del moviment dels sistemes d’un

grau de llibertat, ja sigui ’equacié general o directament la linealitzada.

El teorema de I’energia s’aplica a sistemes en els quals tota ’energia que intervé en la
seva evolucié es pot avaluar com treball fet per forces, interiors al sistema o que hi
actuen provinents de l’exterior, i estableix que la variacié d’energia cinetica E_. és

igual a aquest treball W. Entre dos estats 1 i 2 del sistema es té:

[16]

El principi de conservacié de l’energia estableix, per a tota evolucié d'un sistema en-

tre dos estats:

2 2 2

+AE [17]

Rebuda de l'exterior | - ECedida a l'exterior | Acumulada a l'interior 1

En I’ambit de la mecanica, cal pensar que el teorema de ’energia és una aplicacié del

principi de conservacié de 1’energia de manera que:

e En utilitzar el teorema de l’energia, no cal incloure necessariament tots el feno-
mens no mecanics a través del treball fet per forces no conservatives, siné que tots

o alguns es poden incloure directament a través de I’energia que tenen associada.

e En el principi de la conservacié de I’energia, una part de 1’energia emmagatzemada
pot ser mecanica en forma d’energia cinética i/o potencial i una part de I’energia

intercanviada pot ser mecanica, en forma de treball fet per forces.

Si tota l’energia que intervé en ’evolucié d’un sistema es pot avaluar com treball fet

per forces, es passa de ’expressié 17 a la 16 simplement aillant ’energia cinética. En
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I’estudi de vibracions es tracten en principi aquests sistemes, si bé també és habitual
considerar fendomens directament per I’energia que tenen associada; el cas més tipic és

la consideracié de les resisteéncies passives per mitja de ’energia que dissipen.

Sovint, és ttil expressar el teorema de l’energia, o el principi de conservacié de

I’energia, en versi6 diferencial:

=3P, 18

on P.=W o P.=FE ¢és la poténcia associada a les forces o directament al fenomen

que té associada l’energia F.

Per a sistemes d’un grau de llibertat 1’expressié 18 permet determinar 1’equacié del
moviment, tal com ja s’ha vist a 'exemple de la figura 8, i a partir d’aqui, en aquesta

monografia, si no es diu el contrari s’utilitzara amb aquest objectiu.

4.1 Energia cinetica. Inércia reduida

L’energia cinética £, d'un sistema de particules, agrupades o no en un o més solids

rigids, és la magnitud escalar additiva:

B, = m(P)*(P,) 19

on m(P;) és la massa de la particula P; i v(P;) la seva velocitat.

Cal recordar que per a un solid rigid I’energia cinética es pot calcular com:

E =F +E

c ¢ translacié ¢ rotacio

:%va (G)—i—%wT [IG}w [20]

on m és la massa del solid, v(G) és la velocitat del seu centre d’inércia G, I és el seu

tensor d’inércia respecte al centre d’inércia i w és la seva velocitat angular.

Si el solid té moviment pla el terme associat a la rotacié es calcula de forma simplifi-

cada com:
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E

¢ rotacié6 — [Gw [21]

on Iq és el moment d’inércia a G per a la direccié perpendicular al pla del moviment.

Si un solid té un punt O fix la seva energia cinética es pot calcular utilitzant només el

terme de rotacié amb el tensor o moment d’inércia a O en lloc de G.

En els sistemes d'un grau de llibertat, si es pren com a tal la derivada ¢ de la coor-

denada generalitzada ¢ la velocitat de tots els seus punts és proporcional a ¢,

v(PZ.) =c (q)q’, i per tant la seva energia cinética és una expressié de la forma:

22]

m(q) s’anomena inércia del sistema reduida a la coordenada ¢ i tal com es posa de

manifest a I’expressié 22 és, en principi, funcié de la coordenada generalitzada q.

En 'exemple de la figura 8 ’energia cinética, tal com s’ha vist, és:

2 2
E, = %Iogb2 —l—%mb (esin(gp)) O = %[IO +my, (esin(go)) ng2

Per tant la seva inercia reduida a la coordenada ¢ és:

m(¢) = I +m, (esin(p))

4.2 Treball. Potencia. Forca reduida
2
El treball WL fet entre dos estats 1 i 2 per un sistema de forces F(P,) aplicades als

punts P; és la magnitud escalar additiva:

W]f:;ﬁp(g).ds(g):;LQF(Pi).v(Pi)dt 23]
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La primera integral és al llarg de la trajectoria que P, recorre per a anar de la posicié

1 ala 21 la segona és al llarg del temps emprat per a anar d’1 a 2.

La poténcia P d’un sistema de forces F(P;) és la derivada temporal de treball que

fan:
P=W= ZF(PZ.)-v<PZ.)

Si els punts P, pertanyen a un sistema d’un grau de llibertat, descrit per la derivada

g de la coordenada generalitzada ¢, la velocitat de tots ells és proporcional a ¢,

v(PZ.> =c (q)q, i per tant la poténcia del sistema de forces que hi sén aplicades és

una expressio de la forma:

P:;F@i)'”(l}z):;F(Pi>'cz<q)q:

;F(Pi)'ci (q>

i=Fy(edd 24

E 4 (q, q') s’anomena forca reduida del sistema de forces a la coordenada ¢. Si la co-
ordenada ¢ és angular és usual anomenar a [, (q, q') parell reduit. Tal com es posa
de manifest a 'expressié 24 la forca reduida és, en principi, funcié de posicié, descrita

per la coordenada generalitzada ¢, i de velocitat, descrita per ¢ .

Tant per al calcul com per a la identificacié de la forca reduida convé tenir-ne pre-
sent el significat: factor pel qual cal multiplicar la velocitat ¢ per a obtenir la potén-
cia. Aixi per exemple, es pot parlar de la forca reduida de les resisténcies passives i

calcular-la a partir de la poténcia que dissipen.

En T’exemple de la figura 8 si entre el bloc i les guies verticals hi ha frec viscés de

coeficient c¢ la poténcia que dissipa és proporcional al quadrat de la velocitat vertical
del bloc:

Pdis. frec — € (6 sin <¢>)2 ('bQ

Per tant, la for¢a reduida F,_, (go, gb), o parell reduit en aquest cas, de les forces de

T
frec viscés a la coordenada ¢ és:

Fuap ) = —clesin(e)]
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4.3 Equacié del moviment
L’equacié del moviment es pot trobar directament amb ’expressié 18 o es pot fer s

de la inércia i de la forga reduida. Expressant ’energia cinética en funcié de la inércia

reduida i la poténcia de totes les forces en funcié de la forga reduida es té:

EC = %m(q)g}2

. dm dm

E, Zm(q)'q'q'—i—% dq(q) i :[m(q)q+—mq(q>q'2]q b m (q): dq(fl)
P=F(g.d)q

m(q)“%mq(q)f = Flod); m(m*%”’bq(q)q'2 —F(g,4)=0 [25]

4.4 Forces conservatives. Energia potencial. Potéencia

Les forces conservatives, o que deriven de potencial, requereixen un tractament espe-
cial perque s’utilitzen per a modelitzar el comportament elastic dels materials, causa
principal de les vibracions i també per les propietats analitiques que tenen. Les forces

de les molles i les forces constants son els casos més habituals.

El treball fet per una forca conservativa F,(P) depén només de la posici6 inicial i fi-
nal del punt on és aplicada, no depén de com passa d’una posicié a l’altra. Aquesta
propietat permet definir per a F(P) la funci6 de posicié E,(q) —energia potencial- tal
que el seu increment entre dues posicions és igual al treball, canviat de signe, que fa

en passar de la primera posicié a la segona.

AEPE = —f12FC (P)-ds(P) 26]

Si s’atribueix energia potencial nul-la a una posicié de referéncia aleshores l’energia
potencial Ep(q) en una posicié arbitraria, definida per la coordenada generalitzada gq,
és el treball, canviat de signe, fet en passar de la posicié de referéncia a la posicié de-

finida per q.

La poténcia d’una forca conservativa, a partir de la seva energia potencial, és:
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o 4B() _ dB(gde_ dE(q)
¢ dt dg dt dgq

q [27]

Per tant, la forca reduida, expressié 24, d’una forga conservativa és funcié tnicament

de posici6 i val:

dE
F;“ed c (CJ) = _#@) [28]

En ’ambit de les vibracions, és interessant tenir present 1’energia potencial del pes,

considerat com una forca constant, i de les molles de comportament lineal.

L’energia potencial del pes m g a una algada h per sobre de la posicié de referéncia és:

E s =mgh [29]

L’energia potencial d'una molla lineal de comportament lineal de constant k quan la
seva llargada és [ i s’ha pres com a posicié de referéncia la corresponent a la llargada

lp, en la que fa una forga d’atraccié entre els seus extrems 7Ty, és:

E o =T (l—lo)+%k(l—lo)2 130]

De manera semblant, es pot fer referéncia a una molla de torsié de comportament
lineal de constant k;; la seva energia potencial quan l’angle entre els solids extrems és
@i s’ha pres com a angle de referéncia ¢, en el qual fa un parell d’atraccié Tj; en el

sentit de disminuir ’angle relatiu, és:

Ey mota = To (90_90())4'%]% (90—900)2 [31]

En l'exemple de la figura 8, ’energia potencial del pes i de la for¢ca de la molla es

mostren a ’expressié 7 i la forga reduida de les dues és:

Freld) = _d%ﬁ = —|(m, +m,)gesin(p) + (k:(l —(h- 7»)) + TO)ThSiln(Sp)
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La definici6 feta de forca conservativa és adequada per a les forces exteriors al siste-
ma considerat (forces que 'exterior fa sobre el sistema) pero és excessivament restric-
tiva per a les forces interiors (entre elements del propi sistema). Es freqiient que en
forces interiors ni el treball fet per I'accié ni el fet per la reaccié siguin independents
de la trajectoria dels seus punts d’aplicacid, perd que en canvi la suma dels dos tre-
ball si que ho sigui. Aquest és el cas de la major part de molles interiors d’un sistema.
Es per aquesta raé que és 1til estendre el caracter conservatiu a aquestes forces inte-

riors amb la definicié segiient:

Una forca interior és conservativa si el treball conjunt de 1’accié i de la reaccié en-

tre dues posicions no depén de les trajectories dels dos punts d’aplicacié.

Amb aquesta definicié sén conservatives totes les forces interiors que depenen només
de la distancia entre els punts d’aplicacié i, de fet, aquestes sén la gran majoria de

forces conservatives de la mecanica.

La poténcia d’una parella de forces d’accié i reaccié no depén de la referéncia on es
calculi ja que dnicament és funcié de la variaci6 de la distancia —independent de la
referéncia— entre els punts d’aplicacié, com es demostra a continuacié. La distancia
entre els punts A i B on estan aplicades ’acci6 i la reaccié és p, F és la forca, que té
la direcci6 d’AB (3a llei de Newton) i que, per comoditat, aqui es defineix positiva de

repulsioé.

P=F, vy +Fy-vpg=F vy —F-vg=F-(vy, —vg)=

dOA dOB dBA dBA| [32]
F|l— |- F. —F =F-)
dt dt dt dt

Direccié AB

L’energia potencial associada a una parella de forces F(p) que depenen només de la
distancia p entre els punts d’aplicacié és, segons ’expressié 26 i tenint en compte el

resultat de 1’expressié 32:

AEPE - —ffFC (P)-ds(P)= —fIQP dt = —ij(p)p dt = —ffF(p) dp [33]

Aquest resultat demostra ’afirmacié anterior —sén conservatives totes les forces inte-
riors que depenen només de la distancia entre els punts d’aplicacié— ja que el treball

que fan, dltima integral de 'expressié 33, depén tinicament de p.
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En particular, les expressions 30 i 31 permeten calcular ’energia potencial de molles
de comportament lineal interiors al sistema estudiat. Es usual anomenar molla, lineal,
a tot element que introdueix una forga entre els seus extrems que és tinicament funcié
de la distancia entre ells i molla de torsié als elements que introdueixen entre els seus

extrems un parell que és funcié tnicament de 'angle entre ells.

Exemple: determinacié de I'equaciéo del moviment mitjangcant el teorema de
I’energia. Mecanisme de barres articulades

Fig. 13 Mecanisme de 4 barres iguals.

A la figura 13 es mostra l’esquema d’un mecanisme format per 4 barres iguals, de
massa m i moment d’inércia I respecte a l’eix que passa per G i és perpendicular al
pla del moviment. O és una articulacié fixa i P es mou sobre la vertical d’O. La molla
és de comportament lineal de constant k i garanteix lequilibri per a ¢, = 45°.
L’energia cinética i ’energia potencial, del pes de les barres i de la molla interior,

prenent com a referéncia la configuracié definida per ¢ = 0 sén:

E, :%(4.7@ -|—<4—i—16cos2 (gp))le)ng y
2 34
B, = $matfsini) + o) - | 24 co() - |

La inércia del conjunt reduida a la coordenada ¢ i la forca reduida de totes les forces

conservatives a la coordenada ¢ sén:
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m(p) =4I + (4 + 16 cos® (gp))le

dE, () 2 [35]
Frea o (¢) = —;T = 8mgl(—cos(p) +sin(p)) + 4k [COS(@) — 5 |sin(e)
A partir de 'expressié 25, 'equacié del moviment és:
(4 Ig + (4 + 16 cos” (gp))mlz)gb — (16m12 cos (¢)sin (go)) &
[36]

—8m gl(—cos(p) + sin(p)) — 4k [cos (o) — g] sin(¢) =0
Si es linealitza a I'entorn de la posicié d’equilibri, ¢ = 45°, es té:

(4IG +12m12)¢+(2k12 —Sﬁmgl)(tp—goeq) —0

4.5 Sistemes conservatius. Energia mecanica

Un sistema és conservatiu si totes les forces, interiors o exteriors, aplicades a punts
del sistema i que fan treball sén conservatives. Aquesta definicié exclou de tenir ca-

racter conservatiu als sistemes:

e Amb resisténcies passives, forces o parells, que es caracteritzen per oposar-se al
moviment i fer treball negatiu sempre que hi ha moviment dels seus punts
d’aplicacié. En el cas de resisténcies passives interiors, una de les forces, 1’accié o la
reaccié, pot fer treball no negatiu perd globalment entre les dues és negatiu. Es el
cas del frec sec o de Coulomb, del frec viscés, de la resisténcia al rodolament i al

pivotament, dels frens...

e No autonoms, caracteritzats per la preséncia de motors (elements que fan forces o
parells interiors o exteriors funcié del temps) o actuadors (elements que imposen
moviments funcié del temps a punts del sistema o a punts exteriors que interaccio-
nen amb punts del sistema). Es el cas dels motors, rotatius o lineals, eléctrics, hi-
draulics... o altres motors o actuadors no convencionals (un operari, un actuador
piezoeléctric...) que també introdueixen energia mecanica al sistema. Si bé, usual-
ment, s’entenen els motors i actuadors com a elements que introdueixen energia
mecanica cal incloure també els elements especialment previstos per extreure’n;

aquest és el cas, per exemple, dels generadors electrics.
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Si bé referir-se a forces és suficient des del punt de vista operatiu sovint és practica-
ment indispensable referir-se també a parells: el parell d’'una molla de torsié és con-

servatiu, el parell motor i el parell de les resisténcies passives no sén conservatius...

Els punts o els solids als quals els actuadors imposen el moviment en algun context
se’ls coneix com a obstacles mobils. La preséncia d’actuadors fa que alguna o algunes
de les equacions d’enllag entre les coordenades generalitzades que es fan servir per
descriure la configuracié del sistema depenguin explicitament del temps. Aquestes
equacions, en l’ambit de la teoria de maquines, es coneixen com a equacions de go-
vern i, en d’altres, com a equacions d’enlla¢ rehonomes (en contraposicié a les escle-

ronomes que no depenen explicitament del temps).

Sén sistemes conservatius els sistemes formats tnicament per inércies (particules o
solids) sobre les quals actuen forces constants, com ara usualment el pes, i per molles,
de comportament lineal o no, que si tenen un extrem fora del sistema és fix. Queden
incloses les forces provinents de camps centrals, atraccié gravitatoria i electrostatica,
que tenen el mateix comportament que les molles, no lineals. Cal remarcar, també,
que en aquests sistemes hi queden inclosos els solids deformables, sempre que la de-
formacié es pugui considerar elastica, i els fluids no viscosos. Aquests sén els sistemes

conservatius usualment estudiats.

Els sistemes mostrats a les figures 4, 7, 12 1 13 s’han considerat sense resisténcies pas-
sives i les tniques forces que hi fan treball sén el pes i les forces de molles interiors
(sistema de la figura 13) o exteriors amb un extrem fix a l’exterior (sistemes de les
figures 4, 7, 12); s6n per tant conservatius. El sistema de la figura 8 inicialment s’ha
considerat sense resisténcies passives i en aquesta situacié és conservatiu; més enda-
vant s’han considerat les resisténcies passives a les guies verticals i, per tant, alla és

no conservatiu. El sistema de la figura 12 és conservatiu i de dos graus de llibertat.

El sistema de la figura 10 és conservatiu o no segons no actui o si la forga F(t) en el

seu extrem.

Els sistemes mostrats a les figures 9 i 11 no sén conservatius tot i no considerar resis-
téncies passives ja que sén sistemes no autonoms. En el sistema de figura 9, 'extrem
inferior P de la molla de la suspensi6 esta obligat a seguir un moviment y(t) imposat
pel perfil de la carretera. Si aquest punt es considera interior al sistema la molla és
conservativa, perqué és interior, perd aleshores cal tenir en compte la forca que

I’exterior fa sobre P; la carretera es comporta com un actuador exterior que imposa el
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moviment vertical de la roda, punt P, fent una forca que no és conservativa. Si
aquest punt es considera fora del sistema aleshores la molla no és conservativa perque

només té un extrem dins del sistema i 1’altre no és fix.

El sistema de la figura 10 no és autonom a causa de la forga F(t). En el sistema de la
figura 11, és 'extrem superior del fil el que esta obligat a moure’s verticalment per un
actuador que imposa una llei temporal h(t) i que per a aconseguir-ho requereix fer

una forca F(t).

Si s’aplica el teorema de I’energia a un sistema conservatiu, expressio 16, es té:
2 9 2 2 2

AECL = W]l = —AEPL 5 A(EC + Ep>]1 = O 3 AEm]l = O [37]
L’energia cinética només depén de l’estat mecanic del sistema, definit per la configu-
racié ¢ i la velocitat ¢, i ’energia potencial només depén de la configuracié de mane-
ra que By, = E. + E; només depén de l'estat mecanic del sistema i s’anomena energia
mecanica. En definitiva, ’energia mecanica d’un sistema conservatiu es manté cons-

tant en tot moviment.

4.6 Equacié del moviment de sistemes conservatius. Posicio d’equilibri. Line-
alitzacio

L’equacié del moviment d’'un sistema conservatiu es pot determinar fent s de
Pexpressi6 25 i de la forca reduida F.q .(¢q) de totes les forces conservatives, expressié

28, de manera que es té:

dF
@)+ 2y (0 — Bt ()= 05 P () =~
q |
38
m@)i + 5 m, (0)° +dinp (@)= 0

D’aquesta equacio, es dedueix facilment la condicié que han de complir les posicions
d’equilibri dels sistemes conservatius. Si a l'expressié 38 es fan zero la velocitat i

I’acceleracié, condicié que s’ha de complir en tota posicié d’equilibri, es té:
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45, ¢)

i 0 [39]

€q

Aix{ doncs, en les posicions d’equilibri ’energia potencial pren valors extrems, ma-
xims o minims, i és aquesta propietat la usualment emprada per a determinar-les.
Més endavant, es veura que els maxims corresponen a posicions d’equilibri inestables

i els minims a posicions d’equilibri estables.

Es interessant observar que si a un sistema conservatiu s’hi afegeixen forces funcié de
velocitat que s’anul-len quan aquesta és zero, les posicions d’equilibri segueixen verifi-
cant la mateixa condicié 39, ja que si bé les forces funcié de velocitat introdueixen un
terme addicional a la for¢a reduida aquest s’anul-la en aplicar la condicié per a trobar
les posicions d’equilibri. Aquest és el cas, freqiient, del frec viscés que genera forces

proporcionals a la velocitat.

L’equacié del moviment genérica donada per l’expressi6 38 es pot linealitzar a
Pentorn d’una posicié d’equilibri g, sense necessitat de particularitzar el sistema es-
tudiat i déna lloc a un procediment per a obtenir directament ’equacié del moviment
linealitzada. Fent ds de l'expressié 6 i recordant que ) = (qeq,0,0) 1 e=¢q- gy
(é =gq, &= éj) s’obté:

of
8_(']' - m(q):co - m(qeq)
Zy
0
8—(]; :mq(q>qm0:0 [40]
Zy
of o L, d*E d’E
8_(] - mq(q)q+§mqq<q)q2+ dq2p - dq2p
) T, Qeq
4’ E
m(qeq)é—i- 0 e=0 [41]
q ey

Per comparaci6 amb l’equacié del moviment, expressié 3, d'un sistema elemental

massa-molla, com el de la figura 4, i per a uniformitzar la nomenclatura al coeficient
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d? E, / d qQ‘ se’l sol anomenar k.4 rigidesa del sistema reduida a la coordenada ¢ o
e
a la coordenada .

Aquesta expressié 41 és la més usualment emprada per a trobar I’equacié del movi-
ment linealitzada de sistemes conservatius d’un grau de llibertat. El passos per a ar-

ribar-hi sén:

e Determinar I'expressié de l'energia potencial E(q).

e Trobar la posicié d’equilibri gy, d’'interés a partir del extrems d’Ep(q), expressio 39.

e Calcular I'energia cinetica per a la posicié d’equilibri ge 1 identificar la ineércia re-
duida m(geq)-

e Derivar dues vegades Ep(q) i particularitzar per a la posicié d’equilibri geq.

e Substituir a l'expressi6 41.

A Tequacié del moviment obtinguda, m(qeq) és sempre positiva ja que prové del cal-
cul de l’energia cinética, expressié 22, que és positiva, sempre que la inércia no sigui
totalment nul-la. (¢) com a solucié que és d’una equacié diferencial lineal és la com-

binacié lineal de dues exponencials
st Syt
€ (t) =C,e’ +C,e

on s, i s, son les arrels de ’equacié caracteristica

1 2

d*E , &*E
+ Plos=0 — s,=4 |-
dq2

2

m (g )s

Si dzEp / dg¢?| és negativa s, és real i positiva i (f) creix exponencialment amb la
Toq

més petita pertorbacié, donada per unes condicions inicials, i el sistema s’aparta per

sempre de la posicié d’equilibri, que per tant és inestable.

Si dQEp / dqz‘ és positiva §; 1 sy sén complexes conjugades, de modul «y, i la solucié
qeq
g(t) és una funcié harmonica, expressié 42. Siguin quines siguin les condicions amb les

quals s’inicia el moviment, el sistema es mou permanentment al voltant de la posicié
d’equilibri i es diu que el comportament del sistema en aquesta posicié d’equilibri és

criticament estable.
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Wy = [———2 i e(t)=Ccos(wyt+0) = Ccos@nf,t +0) [42]

S’anomenen pulsacié propia del sistema a « i freqiiéncia propia del sistema a
fo = «p/(2 ©). Aquesta freqiiéncia és, segons es veu a l'expressié 42, la freqiiéncia de
les oscil-lacions del sistema, causades per unes condicions inicials que ’han apartat de
I’equilibri, que en ser autonom vibra lliurament sense la intervencié de forces funcié
del temps que condicionin el moviment ja que no n’apareix cap a l’equacié del movi-
ment. La freqiiéncia f; només depén de les caracteristiques del sistema, d’aquf el nom
de propia; ara bé les constants C'i # depenen del valor concret de les condicions ini-

cials.

Si d2Ep / dqQ‘ és nul-la la funcié Ep(q) presenta un punt d’inflexié de pendent horit-
q

€q
zontal a la posicié d’equilibri g¢o,. La soluci6 de lequacié del moviment és

6<t) =, + C,t i per tant la posicié d’equilibri és inestable.

Exemple: estudi d’un sistema conservatiu. Mecanisme de jou escoces

7

Disc ~ l .

Fig. 14 Mecanisme de jou escoces.

El mecanisme de jou escocés de la figura 14 es mou en el pla vertical, el disc gira arti-
culat pel seu centre al punt fix O, el bloc es pot moure guiat verticalment arrossegat
pel piu P fix al disc i que es mou dins de la ranura horitzontal QR del bloc. El centre
d’inércia del disc coincideix amb el seu centre geomeétric i el seu moment d’inércia
respecte a l’eix perpendicular al pla del moviment i que passa per aquest punt és Iq.

La massa del bloc és m. Les resisténcies passives sén negligibles. La molla és de com-
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portament no lineal i la forca de repulsié que fa entre els seus extrems funcié de la

seva llargada [ és:

by —
ly

o
Fm = F0 tan [5 0

g—] [43]

on [y és la llargada quan esta distesa i Fjy és una constant'. La llargada [ de la molla

funcié de 'angle ¢ és :

l(gp) = h—b—rsin(gp) [44]

L’energia cinética del conjunt és la suma de ’energia cinética de rotacié del disc, que
gira amb velocitat angular ¢, i ’energia cinética de translacié del bloc, que es tras-

llada amb velocitat vertical ¢ r cos (gp):

Ec = Ec disc + Ec bloc — %IOsz + %m(r cos ((’0))2 @2 =

s +mireos(o)f]

D’aquesta expressié de ’energia cinética, és immediat identificar la inércia reduida

del conjunt, expressié 22:

m(gp) =15+ m(r cos (go))Q [46]

L’energia potencial total és ’energia potencial del pes i la de la molla. Si es pren com
a posicié de referéncia per a l'expressié de ’energia potencial del pes la corresponent

a ¢ = 0 ’energia potencial del pes del disc és sempre nul-la i per tant:

E s = —mgrsin (go) [47]

! La utilitzacié de la funcié tangent, a causa de la seva asimptota vertical, pot ser de forga utilitat per
a modelitzar saturacions com és el cas d’elements elastics a compressié, en particular topalls. S’utilitza
en la modelitzacié de pneumatics i se n’ha provat la utilitzacié en la caracteritzacié d’amortidors per a

vehicles, amb resultats convincents.
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L’energia potencial de la molla cal calcular-la per integracié a partir de ’expressié 33;

es pren com a posicié de referéncia la corresponent a la molla distesa.

dl=- 2ok In [sin [Ei]] [48]
2

T

~ 1

2 l
By o (1) ==, F(l)dl:—flOFOcot =

0

A la figura 15, es mostra la forca i I'energia potencial de la molla. En el grafic de la
forca s’observa com la rigidesa de la molla, pendent de la corba, creix amb la defor-

macio, situacié prou freqiient en els elements elastics usuals.

Fm/F() Epm/(FO lO)
B 0T [«
92 0,6 -\ n
. 0,5
04t -\
0
031\
-1 02t N+
-2 0,1 |
-3 : : : ‘ : : : : 0 : :
0 0,5 1 1,5 2 U/ 0 1,5 2 U/l

Fig. 15 Forga i energia potencial de la molla.

L’energia potencial total s’obté sumant 47 i 48. El fet que I’energia del pes i la de la
molla estiguin expressades prenent posicions de referéncia diferents no importa ja que
prendre una o altra posicié de referéncia només afecta en una constant, que no és sig-
nificativa en els calculs posteriors que requereixen només les derivades temporals de

I’energia potencial.

2F 1 l
. 070 s
E =E +E, . =—mgrsin (gp) - In [sm [El_]] [49]
0
A partir d’aquesta expressié de l’energia potencial global, es pot trobar la posicié
d’equilibri utilitzant la condicié que sigui maxima (posicié d’equilibri inestable) o mi-

nima (posicié d’equilibri estable), expressié 39.
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A5, (0] _ 4B, s (0) 4B, v (1) i)

do de dl de
—mgrcos<90)—|—F cot ! rcos(go): —m g+ F cot Tl TCOS<90) [50]
"2, "2
T
= 4+ —
dFE ((,0) Peq 2
__ PV —
q 1 210 mg
¥ . ¢ = arcsin|—|h — b — —arccot | —
4 4 r T F,

Una vegada trobades les posicions d’equilibri es poden considerar prou evidents. En la
primera i la segona, la recta OP esta vertical, no aixi, en principi, en la tercera. En
les dues primeres, la suma de forces sobre el bloc és sempre nul-la: en direccié horit-
zontal és evident i en direccié vertical el piu P, que es troba just a la vertical d’O
sempre pot fer la forca que calgui sobre el bloc per anul-lar la suma de la forga de la
molla i el pes del bloc sense fer moment respecte al centre del disc. La tercera posicié
d’equilibri correspon, com es pot veure a les expressions 50, a la posicié en la qual el
pes iguala la forca de la molla; en repos sense acceleracié, tal com es determinen les
posicions d’equilibri, el piu P no pot fer cap forca sobre el bloc ja que si ho fes el disc
rebria un moment respecte al seu eix; aixd no pot ser ja que el seu centre d’inércia

coincideix amb el seu eix de gir.

L’equacié del moviment general es pot trobar fent la derivacié corresponent de
I’energia cinética, expressié 45, i la de 'energia potencial, expressié 49, i substituint a
I’expressié del teorema de l’energia en versié diferencial, expressié 18. Alternativa-
ment, i de manera forca raonable en tractar-se d’'un sistema conservatiu, se suggereix
trobar '’equacié del moviment substituint la inércia reduida, expressié 46, i la deriva-
da de l’energia potencial, expressié 50, a ’expressié 38. L’equacié del moviment que

s’obté és:

2+

Jb+m@m4@ﬂ¢_%mﬁm4@$q@¢

ﬂ]
21,

Per a trobar ’equacié de moviment linealitzada segons ’expressié 41, cal fer la deri-

[51]

[—mg + £ cot T COS (gp) =0

vada segona de l’energia potencial, la primera ja s’ha fet per trobar les posicions

d’equilibri, expressi6 50, i s’obté:
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Tl

2
d” E, (¢) w ] 52

dgp2

rsin + F r? cos’ i(:S(:2 —
} (v) + F (@)% 2T

=mgrsin(p)— K cot[gli

Per a la posici6é d’equilibri ¢y = /2 equacié de moviment linealitzada és:

h—b—r
Iop+ mg—Focotg( ) @—g]zo [53]
0
Per a la posicié d’equilibri o = —= /2 l'equacié de moviment linealitzada és:
h—b+r
. T T
Iy$ +|—mg+ Fj cot E% r<p+5 =0 [54]
0

A les dues equacions anteriors s’observa que la inércia reduida no depén de la massa
del bloc; aix0 és conseqiiéncia del fet que aquestes posicions sén punts morts per al
moviment vertical del bloc, la seva velocitat vertical és forcosament nul-la i, per tant,
en elles aquest no aporta energia cinética. L’estabilitat depén de la forca de la molla
comparada amb el pes. Aixi, per exemple, la posicié d’equilibri Poq = T /2 és inestable
si la forca de la molla supera al pes i la posicié d’equilibri Geq = —7/2 és estable si la

forca de la molla supera al pes.

Per a obtenir unes expressions de complexitat raonable, en analitzar la tercera posicié
d’equilibri es prenen els parametres amb les segiients relacions:
Fy=mg; ly=h; b=h2

Amb aquestes relacions, s’obté:

L’equaci6é del moviment linealitzada és:

7T7’2

(IO +mr2)§0’+mng0=O [55]
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Fig.16 Energia potencial del sistema i posicions d’equilibri.

En el grafic de la figura 16, es mostra 1’energia potencial del sistema per a la relacié
de parametres anterior i h=02m i r= 0,00 m. En aquest cas, les posicions
d’equilibri s6n ¢, = 0 estable, minim d’energia potencial, i g = +7/2 inestables,
maxims d’energia potencial. Es interessant remarcar el fet general que en correspon-
dre les posicions d’equilibri a extrems de ’energia potencial, les posicions d’equilibri
estables i les inestables estan alternades; entre dos maxims hi ha d’haver un minim i

a linversa.

La freqiiéncia propia f; de les oscil-lacions a l’entorn d’aquesta posicié d’equilibri es-

table o = 0 és, expressi6 42:

11 TE
2w m(qeq> dg?

eq

5 Metode de I'energia

El meétode de l'energia es planteja en molta bibliografia i permet determinar la fre-
qiiéncia propia dels sistemes conservatius i, de fet, no és més que una nova visié del
qué s’ha presentat fins aqui per a aquests sistemes. El métode parteix de la conserva-

ci6 de ’energia mecanica en els sistemes conservatius, expressié 37.

2
A(B +E,)| =0: B +E,=consts By +E, =Ey+E,
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Si es pren la posicié 1 que coincideixi amb la posicié d’equilibri estable i aquesta es
pren com a posicié de referéncia per a l'energia potencial es t¢ que Ej,; = 01 que Ey
és maxima, ja que l’energia potencial és minima per trobar-se el sistema en una posi-
ci6 d’equilibri estable. Si la posicié 2 s’agafa com aquella en la qual "amplitud del
moviment és maxima, la qual cosa implica que la velocitat és nul-la, es té E.9 =0 i

per tant E9 és maxima. En resum doncs, en el moviment d’un sistema conservatiu:

—F 156]

Cc max p max

L’energia cinética es pot expressar en funcié de la inércia reduida, expressié 22, i a
I’entorn d’una posicié d’equilibri es pot formular fent el desenvolupament en série de
Taylor de la energia cinetica en funcié de la posicié ¢ i la velocitat ¢, E_ (q, (j), al

voltant d'zy = (geq, 0)-

. OE, 0B,  10°E, 5
Belo. )= Bola) + 55 o =)+ o) a5 (0 0] +
xg Ty X,
182Ec .2_’_162Ec ( B ).+ o
2 9¢° T 5 0q0g \1 dea)tT T
Ty Iy

Els coeficients dels termes 1, 2, 3, 4 i 6 de la dreta de ’expressié anterior sén nuls ja

que contenen ¢ i estan particularitzats a o, on ¢ = 0. En definitiva doncs:

P40~ %m(qeq)(f

L’energia potencial a ’entorn de la posicié d’equilibri es pot formular fent el seu des-

envolupament en série de Taylor:

Ep(q):Ep(qeq>+ P (Q—qeq)—FE dq; (q—qeq)2+...

Qoq

El primer coeficient és nul perquée s’ha pres la posicié d’equilibri com a posicié de re-

feréencia; el segon coeficient és nul perqué esta particularitzat per a la posicié
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d’equilibri, on l’energia potencial és un extrem. Si com és usual es pren l'origen de

coordenades a la posicié d’equilibri es té:

& FE & FE
——2 Fr0 a2 ¢ 57]
dq dq

Qeq Qeq

£, (4)

El moviment lliure dels sistemes autonoms de comportament lineal és harmonic de

freqtiéncia f, pulsacié «jy = 2 « f, com s’ha vist. Aix{ doncs:

2
\ :ld E'p
p max 2 dq2

q(t) =q, cos(wo t+ 0) —
[58]

Q(t):quocos(wot-i-@-l—’ﬂ/Q) — Ecmangm(qeq)wo a,

Substituint els resultats de 'expressié 58 a I’expressié 56 es retroba la pulsacié propia

de 'expressié 42.

Si per algun procediment diferent a l’explicat, linealitzacié de I'expressié general, es
determina directament ’aproximacié quadratica de 1’energia potencial, o si el sistema

és de comportament lineal, el terme d2Ep / dq2 s’identifica com el coeficient

q
d’ ., d ~ . d 17 . . leq ., . d
aquesta expressio quadratica de ’energia potencial, expressié 57, sense necessitat de

la derivacié i posterior particularitzacié.

6 Metode de Rayleigh (John W. Strutt, Lord Rayleigh). Parametres
distribuits

Quan en un sistema mecanic hi ha cossos que cal considerar com a medis continus
elastics, poden considerar-se formats per un nombre infinit de particules. Per a especi-
ficar la posicié de totes les particules d’un cos cal un nombre infinit de coordenades,
que es manipulen com a funcions continues i les seves primera i segona derivades res-
pecte al temps donen la velocitat i 'acceleracié de les particules. Si s’identifica cada
particula per la seva posicié en repos @, en principi sén tres components, el moviment
dels cossos queda descrit pel del conjunt de particules i, per tant, per una funcié de la

posicié i del temps v(x, t). Per a cossos que es poden considerar sistemes conservatius
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de comportament lineal, per exemple solids que es deformen en zona forca-deformacié
lineal, aquesta funcié es pot escriure com una suma, en principi infinita, de termes
producte de dues funcions de variables separades, una funcié de la posicié i Daltra
funcié del temps, v,(z, t) = p;(x)q;(t). Per a cadascun d’aquests termes en un instant
de temps ¢, ¢,(t) és un valor dnic per a totes les particules i, per tant, el cos té la for-
ma definida per p;(x) escalada segons ¢;(t). A aquestes formes definides per p,(x) se
les anomena formes modals o simplement modes (propis de vibracid) i a les funcions

q;(t) se les anomena coordenades modals.

L’estudi i la determinacié de les formes modals es desenvolupa usualment primer per
a sistemes d’un nombre finit de graus de llibertat, sistemes d’n graus de llibertat, i
posteriorment per a sistemes continus, en principi cossos de geometria simple —barra
cilindrica, biga recta, etc. Els cossos geométricament complexos, que sén la majoria,
requereixen ser discretitzats, el seu comportament ser descrit amb un gran nombre,

pero finit, de graus de llibertat i ser estudiats amb el meétode dels elements finits.

Per a la determinacié de la freqiiéncia propia més baixa de sistemes amb elements
elastics d’inércia no negligible o amb elements amb inércia no rigids —molles de mida
gran, bigues que suporten masses, etc.— Rayleigh proposa utilitzar el procediment
basat en l’energia, versié diferencial del teorema de l’energia o métode de l’energia,
suposant una forma modal p(z) raonable d’aquests elements, que evidentment ha de
complir les condicions de contorn. L’eleccié de la forma és equivalent a introduir en-
llacos addicionals que redueixen el sistema a un d’un grau de llibertat descrit per la
coordenada modal ¢. Aquests enllacos només poden incrementar la rigidesa del siste-
ma i per tant incrementar la freqiiéncia propia, de manera que en tots els casos les
freqiiéncies trobades pel métode de Rayleigh —freqiiéncia de Rayleigh— sén aproxima-
cions del valor exacte per excés. Dit d’'una altra manera, la freqiiéncia propia és un
minim de la freqiiéncia de Rayleigh en funcié de la forma modal, fet que es demostra
a la bibliografia. Aquesta propietat és la base del métode de Rayleigh-Ritz que refina
el calcul de les freqiiéncies propies al mateix temps que ajusta les formes modals i
també justifica la relativa insensibilitat de la freqiiéncia de Rayleigh a la forma mo-
dal.

6.1 Energia potencial interna. Exemples

El calcul de I’energia potencial associada a les forces interiors d’un cos elastic reque-
reix, en principi, la integracié estesa a tot el volum del cos de ’energia potencial as-

sociada a cadascuna de les forces entre particules, que es calcula tal com s’ha vist a
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les expressions 32 i 33. El calcul directe amb aquest procediment pot resultar molt

complicat.

El calcul de 'energia potencial en una deformacié produida per forces exteriors cone-

gudes pot resultar més lleuger si és té en compte el segiient.

L’increment d’energia potencial només depén de les posicions inicial i final, no de com
s’hi ha passat; aixi doncs s’hi pot passar amb una evolucié a velocitat i acceleracié
negligibles. D’aquesta manera, les tiniques forces que han fet treball sén les forces ex-
teriors i les interiors funcié de posicid, que sén les que deriven de potencial. El teore-
ma de l'energia permet afirmar que el treball fet per totes les forces és nul i per tant
I'increment de l’energia potencial de les forces interiors és igual al treball fet per les

forces exteriors que han deformat el cos, expressié 59.

2
:W] =W

1 ext =0 = W

E + WC E ext

j =] =an,] 59

El treball fet per cada forca exterior F només depén de si mateixa i del cami recorre-
gut pel seu punt d’aplicacié. Per a calcular-lo, es considera que sense les forces exteri-
ors el cos es troba en equilibri i que és de comportament lineal de manera que la forca
F(z) és proporcional a la deflexi6é a partir de la posicié d’equilibri, en particular a la
deflexi6 z en la direcci6 de la forga, F(z) = k z. Aix{ el treball fet per la forga F(z) fins

arribar al valor F' quan el seu punt d’aplicacié s’ha desplacat z és:

2 2 1 1
W;t] :f kzdz:—(kz)z:—Fz [60]
*l 1 2 2

En resum doncs, l’energia potencial interna d’un cos que s’ha deformat per 1’accié
d'un conjunt de forces F; que s’han desplacat z; i prenent com a referéncia la seva

posicié d’equilibri és:

1
E, = ZgFZ. 2 [61]
1

La biga de la figura 17 esta articulada en els seus extrems, és de longitud [ i rigidesa
a flexié FI. A una distancia a de ’extrem esquerre hi recolza un bloc de massa m que
es considera una carrega puntual a causa de la qual la deflexié z de la biga en funcié

d’z, corba elastica de la biga, és:
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Fig. 17 Biga articulada en els seus extrems.

magll—a)x
M(Qla—cﬁ—x?) z<a
6FEIl

z(a:) = [62]

mgall —x
LQM—CLQ—:UQ T>a
6FEIll
La deflexié de la biga a x = a és:
2 9
. :mg(l—a) a 63]
& 3EII

L’energia potencial interna de la biga emmagatzemada a causa de la deformacié pro-

duida pel pes del bloc, expressions 60 i 61, és doncs:

2 2
s Ll 1 1 mg(l—a)a
=—Fz=-mgz,=—-mg—————
P o M5 = I T
[64]
3EI 3Bl

2

De l'expressi6 [63] — mg= —— 5 %
(I—a)a

N | =

——2z, — F
(l—afa® ™ P

Si es vol trobar la primera freqiiéncia propia del sistema de la figura 17 cal trobar
I’energia potencial, interna més la del pes, i la inércia reduida per poder aplicar
I'expressié 42. En un primer estudi, es negligeix la inércia de la biga i, per a aplicar el
meétode de Rayleigh, s’escull la forma modal definida per la deformada estatica de la

biga amb la carrega concentrada, expressi6 62, i la coordenada modal z,(t).

L’energia cinética és tnicament la del bloc, E, = (1/2)mz3 (t) , i per tant la inércia

reduida és simplement m.
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L’energia potencial és la suma de I’energia potencial interna, expressié 64, més la del
pes del bloc que és —m g z,(t), si es pren la posicié d’equilibri de la biga com la de re-

feréncia.

[65]

Es interessant observar que el pes del bloc, no la massa, no intervé en el valor de la
freqiiéncia ja que no apareix en la derivada segona de ’energia potencial. La interpre-
tacié fisica rau en el fet que en ser una forca constant i actuar de manera invariable
amb el temps pot modificar la posicié d’equilibri, com realment succeeix, perd no fa
variar la rigidesa de la biga, costa igual deformar-la estaticament a partir de la posi-

ci6 d’equilibri amb la forca o sense.

En un nou estudi de la biga de la figura 17, es vol tenir en compte la seva massa i es
considera que és uniforme i de densitat lineal p. La deformacié de la biga causada pel
seu propi pes se suposa molt inferior a la causada pel pes del bloc i, per aixo, per al
calcul de 'energia cinetica i de l’energia potencial s’escullen les mateixes forma i co-
ordenada modals que en ’aproximacié anterior. El moviment vertical de les seccions

és:

Za

2(l_$a)a2(2la—a2_g;Q)za(t):we(x)Za(t) z<a 6]
z(ﬂf,t>: (I—x) (2lx—a2 xQ)z (t)=wg@z,(t) z>a

2(l—a)a 8 a

En el calcul de I'energia cinetica, es negligeix la inércia a la rotacié de les seccions de

la biga i se suposa que només es traslladen en sentit vertical.
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EC:%m2§<t)+j;l%dmz'2(x,t>:—mz fpd:l:w ()
%mz [pfw dx]z t) — mred:m+pﬁw2(x)dx [67]

2+4c—c? -6+ 3¢
m.q4=m+ > pl amb c:a/l
105(1—0) c

Com a exemple, per a ¢ = 0,5 la inércia de la biga esta reduida al moviment del seu

centre i val 0,4857 vegades la massa real p [ de la biga.

En el calcul de 'energia potencial interna de la biga, es negligeix el treball fet per les

forces tallants i s’utilitza ’expressié que es troba a la bibliografia per a les bigues.

1 pl d*w(z
Ep = 5]; dx(2 ) zidx
) [68]
E I de(x) 3EI
kred: 2p = EI 5 dxz—Q amb c:a/l
dza . 0 dz (1 — c) AP

Aquesta expressié coincideix amb la 65, com ha de ser ja que la deformaci6 de la biga
es considera la mateixa. Com a exemple, per a ¢ = 0,5 la rigidesa de la biga esta re-
duida al moviment del seu centre i val 48 EI/B. En resum, tenint en compte que
I’energia potencial del pes de la biga i del bloc no intervenen com en el cas anterior,

la freqiiéncia propia amb les hipotesis realitzades és:

1 [k 1 3EI 24+4c—c* —6¢> +3¢!
== =t 2 pl
2m\ My 2W (l—c) el 105(1—c) c?

Si ¢=05 i la massa del bloc és nulla la freqiiéncia propia és
fop = 1,5822 (EI)/(pz4).

Si en lloc d’escollir la forma modal associada a la deformacié estatica de la biga amb
carrega puntual s’agafa l’associada a la deformacié estatica de la biga amb carrega

uniformement repartida, aplicant les expressions 67 i 68, es té:
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20 v Py

)14 “a (t) - w(m)za (t) amb ¢ = a/l

Z(SU, t) - (0—203 +ct
31

mred:m+ 2pl
63o(c—2c3+c4)

24 FEI

kred -

2
5(0—203 +c4) A

Amb ¢ = 0,5 la inércia reduida de la biga és ara 0,5039 vegades la massa real pl de la

biga i la rigidesa reduida és 49,15 EI/B. Si a més la massa del bloc és nul-la la fre-

qiiéncia propia és fj, = 1,5719 (EI)/(pl4) .

Per tal de veure la precisié dels resultats obtinguts amb les dues formes modals es

poden comparar, per a c¢=05 i m=0, amb la freqiiéncia exacta

Jo =1,5708 (EI ) / (pl4) d’una biga uniforme d’Euler-Bernoulli (les hipotesis del seu
comportament coincideixen amb les preses). La forma modal per a la primera fre-

qiiéncia propia d’una biga Euler-Bernoulli és mig sinus.

6.2 Efecte de la massa d’una molla

Molla distesa -

oG

Fig. 18 Sistema massa-molla.

En el sistema de la figura 18, la molla no és de massa negligible i vol estudiar-se’n
I’efecte sobre la freqiiéncia propia del sistema. La molla és de comportament lineal de

constant k, de llargada [i densitat lineal p sense tensi6.
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Per a aplicar el Métode de Rayleigh, es considera que el desplagament de cada seccié
de la molla és proporcional a la distancia a 'extrem fix, com ho seria si es deformés a
velocitat i acceleracié negligibles, estaticament, aplicant una forca a 'extrem lliure. Si
z és la coordenada que identifica cada seccié de la molla, quan esta distesa, la forma

modal de la molla és:

2(nt) = %za (t) = w(z)e, (1) [69)

L’energia cinética, i per tant la massa reduida, es calcula a partir de la forma modal,
expressio 67. L’energia potencial de la molla es calcula directament tenint en compte
que la forma modal coincideix amb la deformacié produida per una forca aplicada

estaticament a 'extrem. Aix{ doncs es té:

2
mred:m+pﬁlw2<x)dx:m+pﬁ)l[§] dx:m—i—%pl

1
E =-kz: — k.
p 2 a re

f :i kred :i k
0 2% Mg 27 m+pl/3

L’expressié6 70 posa de manifest que la inércia de la molla reduida al moviment del

—k [70]

seu extrem és un ter¢ de la seva massa pl, valor que cal afegir a la massa del bloc a

I’hora de calcular la freqiiéncia propia.

7 Sistemes autonoms no conservatius. Posicions d’equilibri. Line-
alitzacio

En els sistemes autonoms les forces només sén funcié de posicié i velocitat i el temps
no apareix explicitament en 1’equacié del moviment. Per a determinar-la aplicant el
teorema de l’energia en versié diferencial, convé diferenciar la poténcia de les forces
conservatives —P.— i la poténcia de les forces no conservatives —P, .~ de manera que es
té:

E =P +P,_ [71]
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Amb aquesta particié, les expressions 25 i 28 porten a la segiient expressié de

I’equacié del moviment, que complementa 1’expressié 38 amb l’efecte de les forces no

conservatives:
dF
m(q)q + %mq (q>q2 + dpq<q) - P;}C =0 [72]

D’aquesta expressié, es dedueix la condicié que han de complir les posicions
d’equilibri dels sistemes autonoms. Si a l'expressié 72 es fan zero la velocitat i

I’acceleracié, condicié que s’ha de complir en tota posicié d’equilibri, es té:

dEp (Q) _ Pl:lC =0 [73]
dg q

Goq:0

Si la poténcia de les forces no conservatives és proporcional al quadrat de la velocitat,
com és el cas de les resisténcies passives viscoses o proporcionals a la velocitat, o pro-
porcional a poténcies superiors el terme P / ¢ s’anul-la per a ¢ =0 i, per tant, les
posicions d’equilibri coincideixen amb les del sistema sense les forces no conservatives,
expressié 39. Aquest és, per exemple, el cas del sistema de la figura 8 i del sistema de
la figura 14 si entre el bloc i les seves guies verticals hi ha frec viscés de coeficient c,
ja que aleshores la poténcia dissipada pel frec és en els dos casos proporcional al qua-

drat de la velocitat vertical del bloc:

2
is. free = —C (e sin(@)) ¢* en el sistema de la figura 8 i

2
s, frec = € (7“ COS(QO)) ng en el sistema de la figura 14.
L’equacié del moviment generica donada per l'expressié 72 es pot linealitzar a
l'entorn d’una posicié d’equilibri gy, determinada amb ’expressié 73, tal com s’ha fet

a l'expressi6 40, i recordant que Tg = (geq; 0,0) 1 € = ¢ — Goq (5' =q, &= 'q') s’obté:

of
Fril m (@), = m(teq)

0

AN Laboratori de Maquines 51

&

\é’ I Departament d’Enginyeria Mecanica



a_q' = |y (¢)d — 8—q = _8—4
o Ty Qeqvo
of ) B, 0(P/d)
gl = | @ity @0 dqu_ dq
mo qe( 70
1 74]
B d?Ep 8(PHC/Q)
B dg? dq
qeq70
%) 2E 0P
m(q )5—M €+ b ( nc/q) e=0 [75]
o dq dg? dq
qGQ’O qeq’O

Per comparacié amb l’equacié del moviment, expressié 76, d'un sistema elemental
massa-molla-amortidor, com el de la figura 19, i per a uniformitzar la nomenclatura el
coeficient d’é és la inércia o massa reduida —my.q—, el coeficient d’¢ és
I’esmorteiment reduit —c,oq— i €l coeficient d’e és la rigidesa reduida —k,,q—, tot reduit

a la coordenada ¢ o a la coordenada e.

mi+eci+kr=0 < m_E+c E+k =0 [76]

k

. m
ok
I_

c

Fig. 19 Sistema elemental massa-molla-amortidor.

Tal com s’ha comentat, m( qeq) és sempre positiva ja que prové del calcul de I’energia
cinética i &(t), com a solucié que és d’una equacié diferencial lineal, és la combinacié

lineal de dues exponencials:
st Syt
€ (t) =C, e’ +C,e

on s i s sén les arrels de l'equacié caracteristica; es prenen els coeficients de

I’expressié 76 per facilitar I'escriptura:
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) —cj:1/02—4km
ms +cs+k=0 — s .=

L2 = om
Si k <0, s és real i positiva i el sistema és inestable.
Sik>01c>2/[km, s 1sys6n realsinegatives i el sistema és estable.

Si k>01i0<ec<2]/km, s 1 s sén complexes conjugades amb part real negativa i

el sistema és estable.

Si k>0, c<0i|c<2,/km, s; i s6n complexes conjugades amb part real positiva
115 ]

i el sistema és inestable.

Si k=0,c>0,s =0 1is, ésreal inegativa i el sistema és estable.
Si k=0, c<0,s, =01is ésrealipositiva i el sistema és inestable.
Si k>0 1ic=0 lasolucié és I'estudiada per als sistemes conservatius.

Quan les arrels sén complexes conjugades, la solucié de l’equacié del moviment és

usual escriure-la:

5(75):espe_cwot(:os((,uoxll—c2 t—f—gp) amb w, = L i (= < [77]
2. [km

m

S’anomena esmorteiment critic a ¢, = 2,/km 1 raé d’esmorteiment del sistema a ¢ i
de la mateixa manera que wuy, o la freqiiéncia propia fy = «/(2 «), aquests parame-

tres depenen exclusivament de les caracteristiques del sistema.

7.1 Exemple: Sistema autonom no conservatiu 1

En el sistema de la figura 20, el piu P del bloc es mou dins de la ranura de la barra.
La molla és de comportament lineal de constant ki esta distesa quan ¢ = 0. La forca

de l'amortidor funci6 de la velocitat relativa entre els seus extrems v és
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a

E, = —sgn ) <2FO /T() arctan(v/vo). L’energia cinética E, l'energia potencial E; 1 la

poténcia de les forces no conservatives P, . del sistema sén:

E, = %qu'ﬂ +%mz i amb 1z =htan(p); & = hsec® ()¢
18, :%k$2 +my gl(1—cos())
P, = —%arctan [i]m
0y ()
O
| lg
l
h
2
G@
my, [O
k
MY\ E
F, P )} ‘
I —
| I
x o

Fig. 20 Sistema autonom no conservatiu.

La posicié d’equilibri és:

nc

de @

dEp <90> B

=0 — kh%sec (goeq)tan(goeq) +m, glsin(goeq) =0 —
Poq 0

Poq = 0

L’equacié del moviment, els parametres reduits i I’equacié del moviment linealitzada

a l’entorn de la posicié d’equilibri sén:

[T - s (] -+ 2 s () am () +

2 .
my glsin <90> + kh? sec? (w)tan(go) + ﬂa]rctam frsce (90)90 hsec? (90) =0
% Y
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Mpeq = m<¢eq) - IO + My h2

3(P,./¢) 21 h?
Ced =T 4. -
€ 0 T,
Poqr0
A2E 0P /¢
red - ( nC/ ) :kh2+mlgl
dcp2 e
Poq0
2) .. 2F0h2 : 2
(Io+m2h)g0+ go-l—(kh -l-mlgl)go:O
TV
0

7.2 Exemple: Sistema autonom no conservatiu 2

Fig. 21 Bloc sobre una cinta transportadora.

En el sistema de la figura 21, el bloc llisca sobre una cinta transportadora que es mou
a velocitat vy constant. La molla i I’amortidor sén de comportament lineal de cons-
tant ki ¢ respectivament. La forca tangencial Fi(v) entre la cinta i el bloc és funcié
de la velocitat de lliscament v entre les superficies de la cinta i el bloc. Es pren z = 0
quan la molla esta distesa. Aquest sistema no seria autonom si la velocitat de la cinta
fos variable amb el temps ja que aleshores el temps apareixeria explicitament en
l'equacié del moviment. L’energia cinetica E, I'energia potencial Ej, i la poténcia de

les forces no conservatives P, . del sistema sén:

1
E . =—-m i?
2
1. 5 .
E =—kx" —mgxsina
P2
.2 N
P =—ci®—F(v, + 1)
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La posicié d’equilibri és:

dipjx)_}j;c =0 — kxeq—mgsina+Ft(@0>:Q N
xeq,O

mgsina—ﬁ’t<120>

€T g

eq k

L’equacié del moviment, els parametres reduits i ’equacié del moviment linealitzada

a ’entorn de la posicié d’equilibri sén:

mfv’-l—c:t—i—kx—mgsina—i-Ft(vo+:L“):0

red eq

o(p,, /i) ~ OF(y+a)|  aR(v)d(e)
T os | T T e | T o ad|
Zoq:0 oy 0 Toqr0
:Ha?@)
v .
_ dQEP (Pnc/.’L') L
red d 9 O -
T
xeq,O
) OFL)| ., _ oo
me +|c+ 50 . e+ke=0 am E=1T -7,

Es interessant observar que en la posicié d’equilibri el sistema pot ser estable o no

< —c és ines-

segons 1’evolucié de la forga tangencial al voltant de v, si 0 F| (v) / ov
table i, en cas contrari, és estable. Quan el sistema és inestable i el seu moviment
queda descrit per l'expressié 77, es diu que és autoexcitat, o que s’autoexcita, ja que
sense la intervencié explicita d’una forca alternativa el seu moviment oscil-latori
s’inicia i augmenta, almenys mentre el comportament del sistema quedi correctament
descrit per l'equacié del moviment linealitzada. Si, com és usual, el sistema no és es-
trictament lineal ’equacié linealitzada deixa de ser valida a mesura que augmenta
I'amplitud de la vibracié. Aixo fa que ’equacié linealitzada permeti estudiar la possi-

bilitat que un sistema s’autoexciti i com és l'inici de 'autoexcitacié, perd no fins a
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quin nivell d’amplitud de vibracié arribara, que en general és acotat i correspon al

qué s’anomena un cicle limit.

A la figura 22, es mostra el moviment del bloc del sistema de la figura 21 per a dife-

rents velocitats de la cinta. Els parametres del sistema i la forgca tangencial sén:

m =2 kg; k=500 N/m; ¢ =2 N/(m/s); a = 25°

(10@2—80+4)N v>0
K =
—(10<—v>2 —8(—v)+4) N v<0
é“t [N] & [m/s] v = 0,30 m/s
Al S 75
ol | T— N
ol o LU HHHHTHE
I 3 A I S
Al 7D o 20,10 (ELVELTRY AR RR A RABERR A
-6 . . . .
-1 05 0 0,5 1 v[m/s] 0 2 4 6 8 10 ¢ [s]
& [m/s] vy = 0,29 m/s & [m/s] vy = 0,31 m/s
02 L [
"""""""""""""" 01 b,
0,1 l
o WL o LU HHHH T
OBV R AAARAS AR
0.2 . . . .
0 2 4 6 8 10 ¢[s] 0 2 4 6 8 10 t[s]

Fig. 22 Forga tangencial i moviment del bloc de la figura 21.

La forca tangencial presenta un primer tram en el que predomina el frec sec, i per

tant disminueix en augmentar la velocitat de lliscament, i un segon tram en el que

predomina el frec viscés, i per tant creix amb la velocitat de lliscament. S’han pres les

condicions inicials segiients: 7y = 7, 1 45 = 0,1 m/s.

S’observa que per a vy = 0,3 m/s la posicié d’equilibri és criticament estable, aixo és

Y%

causat perque 0 F, (U)/@ fu‘

—c 1 per tant I’esmorteiment reduit del sistema linea-

AN Laboratori de Maquines

I

Mo 24~  Departament d’Enginyeria Mecanica

57



litzat és nul. Per a vyy=0,31m/s la posici6 d’equilibri és estable i per a
vp = 0,29 m/s la posicié d’equilibri és inestable i el sistema és autoexcitat. La petita
diferéncia d’aquestes velocitats posa de manifest que "autoexcitacié d’un sistema pot
dependre de petites variacions dels seus parametres; aquest és el cas, per exemple,
que es presenta quan una persona no experta intenta fer sonar instruments musicals

de vent i de corda fregada, que basen el seu funcionament en 1’autoexcitacio.

A la figura 23, es presenta amb més detall el moviment del bloc per a vy = 0,29 m/s.
S’observa clarament el comportament no lineal del sistema ja que si fos lineal
I’amplitud del moviment aniria creixent —els moviments dels sistemes lineals queden
descrits per funcions exponencials i si sén creixents ho sén sempre més— i no deixaria
de créixer com realment succeeix. L’amplitud de la velocitat de vibracié a partir a-
proximadament dels 20 s es manté en uns 0,3 m/s; aquest valor es justifica pel fet
que si se supera apareix un interval, que abans no existia, en el qual la forca tangen-
cial de frec és oposada a la velocitat del bloc z i per tant fa un treball negatiu i el
frena. El desplacament presenta obviament un comportament analeg a la velocitat i
oscilla al volant de la posicié d’equilibri que és 7., = 11,5 mm. En aquesta mateixa
figura es mostra la trajectoria del sistema en el pla de fases, representacié parameétri-
ca conjunta de la posicié i la velocitat en funcié del temps com a parametre, en la

qual es posa clarament de manifest el cicle limit al que arriba el sistema.

o w=oms g w=o%ms

S RN SRR AT 111 I R
st | (i

o Il 10 :
QO L

oz . o -

o4l B B ‘ ol ‘
0 5 10 15 20 25 t[s] 0 5 10 15 20 25 t[s]

0,4 .
-10 0 10 20 30 2 [mm]

Fig. 23 Vibracié autoexcitada i cicle limit del bloc de la figura 21.
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El pla de fases és un cas particular per a sistemes d’un grau de llibertat de 1’espai
d’estat, espai puntual de dimensi6é 2-n graus de llibertat on cada punt representa un

possible estat del sistema, definit per la seva posicié i velocitat.

8 Sistemes no autonoms

S6n no autonoms els sistemes amb motors i/o actuadors, ja siguin interns, o que ac-
tuen entre els seus elements i 'exterior, o que modifiquen 'entorn amb el qual in-
teractuen els sistemes, i que fan que ’equacié del moviment depengui explicitament
del temps, h(q, q, q, t) = 0. A causa de la multitud de disposicions dels actuadors i
dels motors i de les funcions que els governen, I’equacié del moviment pot dependre
de formes molt diverses del temps. La situacié més senzilla, que descriu prou bé molts
sistemes reals i que constitueix la base de I’estudi de les vibracions forcades o excita-

des, és aquella en la qual es pot fer una separacié de variables de manera que:
ha g d.t)= fla d d)—eft)=0 78]
El terme funci6 del temps e(t) s’anomena excitacié del sistema.

En els sistemes no autonoms, en principi, deixen de tenir sentit les posicions
d’equilibri tal com s’han definit per als sistemes autonoms ja que en una posicié amb
velocitat nul-la ’acceleracié pot o no ser nul-la segons l'instant. Sovint quan es pot
fer la separacié de variables de I’expressi6 78 es fa referéncia a les posicions d’equilibri
quan l'excitacié és nul-la, e(t) = 0, i és al voltant d’aquestes posicions que si convé es

linealitza la funcié f(q, q, q) . La linealitzacié d’e(t) o d’h(q, q, q, t) en la variable ¢ no

té sentit a causa del caracter monoton creixent del temps .

8.1 Excitaci6 per forca

v m F( t)
l_

Cc

Fig. 24 Sistema massa-molla-amortidor excitat per forca.
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A la figura 24, es mostra el sistema elemental massa-molla-amortidor no autonom en
el qual obviament la separacié de variables de l'expressié 78 és aplicable. Es el siste-
ma classic excitat per una forga exterior funcié del temps F(¢). Si la molla esta distesa
per a z = 0 ’equacié del moviment, que es pot trobar simplement aplicant el teorema

de la quantitat de moviment al bloc, és:
mi +ci+kz=F(t) [79]

8.2 Excitacio sismica o per la base

A9, 4%,
Z [
k
m
I_
Cc

Fig. 25 Sistema massa-molla-amortidor excitat a través d’un element elastic.

El sistema de la figura 25 és també el sistema elemental massa-molla-amortidor exci-
tat ara pel moviment y(t) de '’extrem P del conjunt molla-amortidor, que pot ser re-
presentatiu d’un element elastic. La molla esta distesa per a xt=01 y=0. Si bé
I’equacié del moviment es pot trobar, també, de manera simple aplicant el teorema de
la quantitat de moviment al bloc és interessant trobar-la aplicant el teorema de
I’energia, per exemple fent tis de 'expressié 72. Per fer-ho cal decidir si I'extrem P del

conjunt molla-amortidor forma part o no del sistema.

Si ’extrem P no forma part del sistema la forga de la molla sobre el bloc és exterior i

no és conservativa, el seu treball depén del moviment de P, i es té:

mi+ci+ ke =cy(t)+hy(t
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Si 'extrem P forma part del sistema la for¢a de la molla és interior i conservativa
perd ara cal tenir en compte també la forca exterior Fl,; que actua sobre l'extrem P.

La suma de forces que actuen sobre aquest extrem, l’exterior, la de la molla i la de

lamortidor, és zero i per tant F_, = —k (x — y) — c(a’c — y) En resum, es té:
1
E, = —mi?
2

%k(av—y)2 amb B, =0quanz=0 i y=0

Ep =
Be=Foy—cl@—g)(E—g)=(-k(z—y)—c(@—3)g—cl@—§)(E—g) =

~k(z—y)g—c(t—y)t

mi +ci+hz=cy(t)+ky(t)

Per a definir la posicié del bloc, en lloc de la coordenada absoluta z, es pot utilitzar la
coordenada relativa z que indica directament la deformacié de la molla i de
I’amortidor. L’equacié del moviment amb aquesta coordenada es pot trobar, sense fer
un canvi de variables a ’equacié ja trobada, aplicant el teorema de la quantitat de
moviment al bloc en la referéncia no galileana que es trasllada amb el punt P. En
aquesta referéencia cal tenir en compte la forca d’inércia d’arrossegament

Sare = —mjj(t) de manera que es té:

mi=—ci—kz+§, m'z'+cz'+kz:—mg'j<t)

I‘I';
També es pot aplicar el teorema de ’energia a la referéncia no galileana citada, si bé

aleshores cal incloure la forca d’inércia com forca no conservativa. En aquest cas si el

punt P no es considera part del sistema es retroba ’equacié anterior amb:

E, = lmz'2
2
E =0
p
P, =(-kz=ci+§,,)?

En la referéncia no galileana on el punt P és fix i si es considera que aquest forma
part del sistema cal tenir en compte, tal com ja s’ha dit, la for¢a exterior Fgy; pero
ara la seva poténcia és nul-la ja que esta aplicada a un punt de velocitat nul-la a la

referéncia i per tant es té:
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1 .
E’C:—mz2
2
FE :lkZQ

)

L’aplicacié del teorema de ’energia utilitzant la coordenada relativa z i en la referén-

cia d’estudi, que en tot moment s’ha suposat galileana resulta un xic més laboriés, si
el punt P no forma part del sistema:

1 ..

Ec :Em(z+y)2

E, =0
P.=-kz(Z+y)—cz(2+79)

(m('z‘+;ij)+cz‘+kz)(z‘+g)):0 — m(i+§)+eithz=0

La figura 26 és una nova representacié de la suspensié de la figura 9 que inclou un

element esmorteidor i on s’inclou un actuador que fa la mateixa feina que el perfil de
la carretera.

En els dos exemples presentats en aquest apartat, es posa de manifest que el movi-

ment de la base o suport del sistema és la causa de la vibracié d’aquest i aixo justifica
el nom d’excitacié sismica o per la base.

. m
g
1 e 4
. i “~— Massa suspesa
7 - Suspensié
Massa no suspesa
/ (Base)

;

/— Actuador

(Perfil carretera)

Fig. 26 Sistema massa-molla-amortidor excitat per la base.
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Si bé en 'exemple de la figura 25 no queda del tot explicit que, quan P forma part
del sistema, de fet es tracta d’un sistema de dos graus de llibertat, o dues coordena-
des independents, si que hi queda en el cas de la suspensié de la figura 26 en el qual
es necessiten les dues coordenades x i y per a definir la seva configuracié. La coorde-
nada x posiciona la massa suspesa del vehicle i és lliure, la seva evolucié temporal no
esta imposada directament i depén de la dinamica del sistema. La coordenada y posi-
ciona la massa no suspesa i és forcada, la seva evolucié temporal estd imposada per
I’actuador. Atenent a aquests dos tipus de coordenades és usual parlar de graus de

llibertat lliures i forcats.

El fet de ser sistemes de dos graus de llibertat fa que la simple aplicacié del teorema
de l'energia en la referéncia d’estudi no necessariament doni, directament, 1’equacié
del moviment, com s’ha vist en '’exemple de la fiugra 25 quan P forma part del sis-
tema i cal trobar primer la forca exterior F,.; fent zero la suma de forces sobre P.
Formalment, poden ser tractats com a sistemes d’un grau de llibertat en la referéncia
solidaria al suport o base. Si com és usual la referéncia d’estudi es considera galileana
aquesta només ho seria si el suport tingués un moviment de translacié rectilinia amb
velocitat constant; en tot altre cas, cal tenir en compte les forces d’inércia —
d’arrossegament i de Coriolis. En aquesta referéncia, l'aplicacié del teorema de
I’energia déna directament l’equacié del moviment ja que la poténcia en ella de la

forca o moment que ’actuador fa sobre la base és nul-la.

8.3 Excitaci6 sismica d’un péndol

/

— Actuador

€

— Suport

= |

Fig. 27 Péndol amb articulacié mobil i diagrama de cos lliure.
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A la figura 27, es mostra un péndol I'articulacié O del qual esta sotmesa a un movi-
ment vertical y(t). L’equacié del moviment es pot determinar utilitzant els teoremes
vectorials, el métode de les poténcies virtuals o el teorema de ’energia. Com la sus-

pensié de la figura 26 és un sistema amb un grau de llibertat lliure i un de forcat.

En el desenvolupament d’aquest apartat els vectors s’expressen en la base {el, €, eg}
indicada a la figura i la referéncia on els elements fixos estan indicats amb un ratllat
inclinat se suposa galileana. En aquesta referéncia, 1’acceleracié del centre d’inércia G

és:

B lcos(go)gb —Zsin(go)(,b’
a(G) - lsjn(gp)¢+lcos<go>95+ﬂ

Per a obtenir I’equacié del moviment mitjancant els teoremes vectorials, en tractar-se
d’un sistema amb moviment pla cal aplicar el teorema de la quantitat de moviment

en el pla 1-2 i el teorema del moment cinéetic en la direccié 3:

ZFext = ma(G)

D’aquestes expressions, s’eliminen la forca de l'actuador F,. i la forca normal

d’enllac N i s’obté 'equacié del moviment:

(IG—|—m12)¢—|—ml(g—i—:ij(t))sin(go):O [80]

Alternativament, i de manera més eficient, es pot utilitzar 'expressié de la suma de
moments exteriors respecte a un punt qualsevol, en aquest cas O ja que aixi les forces
exteriors no conegudes no donen moment respecte a aquest punt i per tant ’expressio

que s’obté és directament 1’equacié del moviment:

ext

M (o)\3 = I ¢+ (06 x ma(G))L

Per a obtenir I'equacié del moviment mitjancant el métode de les poténcies virtuals
—ZP* = 0-, cal en primer lloc determinar la forga d’inércia 4, -resultant de les

forces d’inércia— i el moment d’inércia ,‘Z7Ti (G) —-moment resultant de les forces
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d’inércia— de d’Alembert del péndol. En tractar-se de moviment pla, la for¢a d’inércia
esta continguda en el pla del moviment i per a trobar l’equacié del moviment, i les
forces contingudes en el pla del moviment, cal només fer atencié al component del

moment d’inércia perpendicular a aquest pla.

5 = —ma(G)

(G>‘3 =159

i

A continuacié, cal definir els moviments virtuals que s’utilitzaran. Com que en el re-
sultat no es vol que apareguin forces d’enllag, els moviments virtuals han de ser com-
patibles amb tots els enllacos del sistema i, per tant, de fet sén equivalents a possibles
moviments reals del sistema. En el péndol de la figura 27, hi ha dos d’aquests movi-
ments independents que es poden definir per la variacié virtual de només una o altra

de les coordenades emprades; aixi doncs es tenen els moviments virtuals:

y* = 0; o* = 0, associat a una translacié vertical del sistema.

g =

; 0% = 0, associat al moviment del péndol amb Particulacié fixa.
Si s’escull el segon moviment virtual, en fer la suma de totes les poténcies virtuals la
forca de ’actuador F).; no apareix, el seu punt d’aplicacié té velocitat virtual nul-la, i

per tant ’expressio que s’obté és ’equacié del moviment.

3Pt = g -v(G) + (G, mg-er(c) =0

[ cos
amb v*(G) =4 . <90> o*
[sin (gp)
Per a obtenir I'equacié del moviment mitjancant el teorema de l’energia, és recoma-
nable, tal com s’ha vist en exemples anteriors, utilitzar la referéncia no galileana fixa

al suport mobil i tenir en compte la forca d’inércia d’arrossegament que li pertoca

S5,

o —my(t). L’energia cinética, I’energia potencial i la poténcia de les forces no

conservatives és:

1 .
= E(IG + ml2)<p2

E
Ep = mgl(l—cos(gp)) amb Ep =0 quan p =0
P = ,?arr-v(G) = —mg’j(t)lsin(go)gb
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Cal notar la semblanca dels dos métodes anteriors, de les poténcies virtuals i de
I’energia en versié diferencial. De fet, ’aplicacié del teorema de l’energia en versié
diferencial és un balan¢ de poténcies com ho és el métode de les poténcies virtuals i el
moviment virtual proposat, §* = 0 ¢* = 0, coincideix amb el moviment real a la refe-
réncia no galileana proposada. Per altra banda, el terme en ¢ a l'acceleracié de G,
que en el métode de les poténcies virtuals apareix directament en el calcul de 'acce-
leraci6 en la referéncia galileana, en el teorema de 1’energia apareix com a addicional

a causa de la forca d’inercia d’arrossegament.

De l'equacié del moviment, expressié 80, es veu que les posicions d’equilibri en la re-
feréncia solidaria al suport sén les mateixes tant si el suport es mou verticalment com

Ssi no.

goeq:nﬂambneZ

Aquesta equacié es pot linealitzar per a (gp, o, 90) al voltant de les posicions

d’equilibri amb (@, 0 0) i es té:

Peragoeq:0—>(IG+ml2)§b—|—ml(g+jj(t))g0:0 [81]

Pera g =m— (IG +m12)é—ml(g + y(t)>€ =0 amb e=¢p—mx [82]
L’estabilitat d’aquestes posicions d’equilibri depén del moviment y(t) del suport.

8.4 Sistemes lineals de parametres variables

Si es comparen les expressions 81 i 82 amb la 76 s’observa que totes sén lineals amb
la coordenada associada al grau de llibertat lliure i les seves derivades —¢, i q. Ara
bé, aixi com a ’expressié 76 els coeficients de ¢, ¢ i § sén constants a les expressions
81 i 82 el coeficient de ¢ és funcié del temps. Els sistemes, com aquest, amb equacié
del moviment lineal perd amb coeficients funcié del temps s’anomenen sistemes lineals
de parametres variables; un cas particular es déna quan els coeficients sén una funcié

periodica del temps; aleshores, el sistema es diu de parametres periodics.

Una equacié que apareix sovint en ’estudi de vibracions en sistemes amb parametres

variables és ’equacié de Mathieu:
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gb'-i-[)\-l—’ycos(wt)}(p:O [83]

Les equacions 81 i 82 sén equacions de Mathieu si el moviment del suport y(t) és
harmonic. Aquesta equacié també descriu, per exemple, el comportament a flexié
d’un eix giratori en el qual la seva rigidesa a flexié varia dues vegades per volta a
causa d’una irregularitat en el pla radial, com és la preséncia d’un claveter o d’'una
esquerda. A la figura 28, es mostra el diagrama d’estabilitat de I’equacié 83, conegut

en alguna bibliografia com diagrama d’Strutt (Lord Rayleigh).

v/w2

Ines}table

Fig. 28 Diagrama d’estabilitat de ’equacié de Mathieu.

Si s’analitza el comportament del péndol de la figura 27 en posicié invertida, expres-
si6 82, en el diagrama d’Strutt s’observa que, en les condicions adequades, aquesta
posicié pot ser d’equilibri estable si el moviment del suport fa que el péndol se situi

en la zona d’estabilitat per a valors de A negatius.

8.5 Excitacio sismica en una referencia giratoria

A la figura 29, es mostra un bloc de massa m que pot lliscar dins d’'una ranura del
disc que gira al voltant del seu centre O que és fix. Un actuador garanteix que la ve-
locitat angular del disc és constant, ¢ = w, i es vol estudiar el moviment del bloc
relatiu al disc, descrit per la coordenada z. A la mateixa figura, s’inclou el diagrama
de cos lliure del bloc a la referéncia solidaria al disc, que és no galileana cosa que fa

necessaria la inclusié de les forces d’inércia d’arrossegament i de Coriolis.
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Fig.29 Excitacié sismica en una referéncia giratoria i diagrama de cos lliure que inclou les forces

d’inércia d’arrossegament i de Coriolis.

Per a obtenir ’equacié del moviment del bloc mitjancant els teoremes vectorials, cal

aplicar el teorema de la quantitat de moviment en la direccié de la ranura.

mi = —(kx+c:b)+mgb2x+mgsin(g0(t))
[34]
m:'v'-l—c:t—i—(k—mgbz)x = mgsin(p(t))

L’equacié del moviment es pot obtenir també mitjancant el teorema de I’energia uti-
litzant la referéncia no galileana fixa al disc i tenir en compte les forces d’inércia,
d’arrossegament i de Coriolis, que pertoquen: &, = —mng:I: 1 Foop = M2 XT.

L’energia cinética, I’energia potencial i la poténcia de les forces no conservatives és:

E. = —m i’

*Ep:%kx2 amb £, =0 quan z =0

P =8 - v(G)+mgisin(p(t) = mng z2+mgzsin(p(t))

Es interessant observar que la poténcia de la forca d’inércia de Coriolis és nulla ja

que és sempre perpendicular a la velocitat relativa.

L’equacié del moviment de 'expressié 84 posa de manifest que la rigidesa equivalent
-k — mng)— disminueix amb la velocitat angular de manera que el sistema es fa

inestable per a ¢ > k/ m . En D'estudi de rotors —rotodinamica—, la rigidesa k descriu
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la rigidesa a flexié del rotor i a aquesta velocitat angular se 'anomena velocitat criti-
ca. Mentre el sistema és estable, la freqiiéncia d’excitacié coincideix amb la velocitat

de rotaci6 del disc en voltes per segon.

8.6 Excitacio per forces d’inercia

Una de les causes més freqiients de generacié de vibracions és la preséncia de forces
d’inércia no equilibrades en el interior de les maquines i que provenen del moviment
dels centres d’inércia dels seus elements interns i de la rotacié d’aquests a ’entorn de
direccions no centrals d’inércia. Un exemple és el vibrador dels teléfons mobils. A la
figura 30, es mostra un sistema massa-molla-amortidor format per un bastidor amb

una massa al seu interior que es mou accionada per un actuador també intern.

Fig.30 Sistema massa-molla-amortidor excitat per una forga d’inércia.

L’equacié del moviment del bastidor es pot trobar com en els casos anteriors amb els
teoremes vectorials o amb el teorema de I’energia. Amb el teorema de la quantitat de

moviment en direccié horitzontal aplicat al conjunt de les dues masses es té:

Zmia(Gi):zeexteriors - Mjn'+m(:}é+jj):—kx—c:t

85
(M +m)i+ci+ka=-—mi(t) 52

Si s’aplica el teorema de ’energia apareix la poténcia de 'actuador que es desconegu-
da i aixo fa que calgui aplicar el teorema dues vegades. La poténcia de ’actuador no
depén de la referéncia on es calculi (cal recordar que és la suma de les poténcies de les
forces en els seus extrems i només depén de la variacié de distancia entre ells). Per a

tot el sistema i en la referéncia fixa, el teorema de 1’energia en versié diferencial déna:
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1.0 1 2
B, = M+ Jm(i+ )
:%ka amb Ep =0quanz =0

E
p
P =-ci’+P

act

Mii+m(i+9)(i+§)+kei+ci® — P, =0

act

Per al bloc m i ’actuador en la referéncia fixa al bloc M, que és no galileana, es té:

= —mu
5 Y

Ec
Pnc :Pact—’_’};rry:P t_m‘;l’:y

ac
myji— P, +mij=0

L’equacié del moviment s’obté eliminant la potencia de 'actuador entre les expressi-

ons anteriors i dividint per £ amb la qual cosa es retroba 'expressié 85.

Comparant I'expressié 85 amb la 79, equacié del moviment d’un sistema massa-molla-
amortidor excitat per una forca exterior, es posa de manifest que el sistema de la fi-
gura 30 es comporta com un sistema massa-molla-amortidor, de massa igual a la mas-
sa de tot el sistema, excitat per una forca del mateix valor que la forca d’inércia de
d’Alembert del bloc interior respecte a la referéncia solidaria al bastidor. Per aquesta

raé es parla d’excitacié per forces d’inércia.

8.7 Excitacio per forces d’inercia de rotors. Desequilibri estatic

Les forces d’inércia solen ser particularment intenses quan sén causades per elements
que giren respecte a eixos fixos respecte a un bastidor —rotors. Aquest és el cas del
cigonyal d’un motor alternatiu de combustié interna. El sistema de la figura 31 és un
sistema massa-molla-amortidor format per un bastidor i un rotor desequilibrat —el seu
centre d’inércia no esta sobre l’eix de gir— que accionat per un actuador gira a veloci-
tat angular w constant. El rotor gira a l’entorn de ’eix que passa pel punt O fix al

bastidor i el seu centre d’inércia descriu un trajectoria circular de radi e.

De la mateixa manera que per al sistema de la figura 30, aplicant el teorema de la
quantitat de moviment en direccié horitzontal s’obté ’equacié de moviment del bas-
tidor.
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Fig. 31 Sistema massa-molla-amortidor amb un rotor desequilibrat.

ZmiCL(Gi) = Zngteriors — Ma'c'—i—m(fzf—wQecos(wt)) =—kx—cx

[86]
(M+m>3'c'+ca'c+kx = mw%cos(wt)

En aquest cas, l'excitacié és el component horitzontal de la forca d’inércia causada
pel moviment relatiu del rotor que com es pot veure a l’expressiéo 86 és d’amplitud
m «? e i freqiiéncia igual a la velocitat de rotacié en voltes per segon, o si es prefereix
la pulsacié és igual a la velocitat angular. Al producte m e se’l sol anomenar desequi-
libri u del rotor. Per tal de valorar ’amplitud d’aquesta excitacié, es pot prendre com
exemple un rotor amb excentricitat e = 1 mm que gira a n = 3000 min!; en aquest

cas, 'amplitud de l'excitacié és 10 vegades el pes del rotor.

2 3 2
mew? =m110~ ((3000/60)211) = 08,696 m = 10,06 m g

Aquest resultat justifica ’atencié que cal donar, i es déna, a l’equilibrat de rotors
—aconseguir que el desequilibri u sigui tan petit com sigui possible, tant per disseny
del rotor com experimentalment. Portar el centre d’inércia sobre l’eix de rotacié
s’anomena equilibrar estaticament el rotor. Un exemple és 'equilibrat de les rodes

d’un cotxe quan es canvien els pneumatics per a evitar la vibracié de la direcci6.

8.8 Excitaci6 per forces d’inércia de rotors. Desequilibri dinamic

Tot i que el centre d’inércia d’un rotor estigui sobre el seu eix de rotacid, pot generar
vibracions ja que si bé en aquest cas la resultant de les forces d’inércia és zero no ne-
cessariament ho és el moment resultant d’aquestes forces. Aquest moment no és nul
quan 1’eix de rotacié no és una direccié central d’inércia i aleshores el rotor es diu que

esta desequilibrat dinAmicament.
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En el sistema de la figura 32, es mostra un bastidor que pot girar al voltant de I’eix
vertical i que disposa d'una molla torsional de comportament lineal de constant k;
que garanteix 1’equilibri a ¢ = 0 quan tot esta en repos. El centre d’inércia del basti-
dor esta sobre el seu eix de gir i el seu moment d’inércia respecte a aquest eix és Iqy,.
A Tinterior del bastidor, hi ha un rotor que gira amb velocitat angular w constant. El
centre d’inércia del rotor es troba a la interseccié dels dos eixos de rotacid, esta per
tant equilibrat estaticament, pero la direccié de l'eix de rotacié no és una direccié
central d’inércia, no estd equilibrat dinamicament. El seu tensor central d’inércia

—tensor d’inércia a G— I, en la base {e;, ey, e3} indicada en la figura i solidaria al

rotor és:
Il 0 0
I, =10 1, Iy
0 123 13

— Rotor
— Bastidor

Fig. 32 Sistema amb desequilibri dinamic.

L’equacié del moviment del bastidor es pot trobar a partir del component vertical del

teorema del moment cinétic aplicat al conjunt.

Per al rotor en la base vectorial indicada a la figura es té:

I, 0 0 Vsin (o) 1, bsin (o)
I, =0 I, Dyl 2=qybeos(p)is Ig, =1Ig, 2= 1L deos(p) + Iy w
0 I, I, w Ly cos () + I w
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Iy tsin () + I Ywcos () + Ipgih” cos” () + Iy wcos (¢) — I Phw cos (¢) — Iy w”
Lg, = {1, ¥cos(p) — I Y wsin (¢) — Ipsd” sin () cos () — I3 Ywsin () + 1) Ywsin (¢)
Iy thcos(p) — Ing Ywsin () + I 9 sin () cos () + Ipg v wsin () — LY sin () cos (¢)

El component vertical de la variacié del moment cinétic del bastidor és:

LGb e (8

vertical

Igualant els moments exteriors amb la derivada del moment cinétic per al conjunt

bastidor més rotor en la direccié de ’eix vertical s’obté:

(Il sin’ (gp) + 1, cos’ (go) + IGb)ﬁ + 2([1 — [2)sin<90) COS(@)w@b +k =

[87]
123w2 sin (gp)
Sien el rotor I} = Iy = I, 'expressié anterior se simplifica i queda:
(IGr +IGb)1L+ktw: I23w2 sin(wt) [88]

L’expressio 88 és 'equacié del moviment d’un sistema vibratori torsional de moment
d’inércia respecte a l'eix de gir igual a moment d’inércia del conjunt bastidor més
rotor i excitat pel fet que I’eix de gir del rotor respecte al bastidor no és direccié prin-
cipal d’inércia, I3 # 0. Cal notar que aqui també I'amplitud de I'excitacié depén del

quadrat de la velocitat angular w del rotor.

8.9 Excitacié per forces d’inercia. Visi6 global

En els sistemes de les figures 30, 31 i 32, ’excitacié del moviment vibratori del basti-
dor és causada pel moviment dels elements mobils del seu interior, fet que es posa de
manifest veient el terme independent, funcié de ¢, de 'equacié del moviment. Es usu-
al que una maquina o artefacte estigui formada per un bastidor, o xassfs, a l'interior
del qual es mou un tnic solid, per exemple en un motor eléctric, o un mecanisme amb
més o menys elements mobils, com per exemple el mecanisme de pis-

té—biela—manovella en un compressor alternatiu.
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Per a l'estudi de moltes maquines és habitual considerar la referéncia fixa al bastidor
com a referéncia d’estudi del moviment del mecanisme. També és habitual estudiar el
comportament dinamic de la maquina en la referéncia fixa a terra, que es considera
galileana. En aquest marc es pot plantejar, per exemple, el teorema de la quantitat de
moviment a la referéncia fixa a terra utilitzant la composicié de moviments per a ex-

pressar les acceleracions del mecanisme.

Z Fext - Z ma’abs + Z maabs

maquina bastidor mecanisme
ma = E ma E ma E ma
Z abs rel + arr + cor
mecanisme mecanisme mecanisme mecanisme

Recordant que 'acceleracié d’arrossegament d’un punt és igual a ’acceleracié absolu-

ta del punt si fos fix a la referéncia relativa es té:

Z maabs = Z Fext + Izel + 7?c0r [89]
maquina maquina
aturada

En aquesta expressié, en el primer sumatori es considera que el mecanisme de la ma-
quina esta aturat i e 1 Feopr 01 les forces d’inercia causades pel moviment relatiu
del mecanisme. En definitiva doncs, aquestes forces d’inércia es comporten com forces

exteriors que poden excitar vibracions.

9 Equacions de Lagrange

Tal com s’ha vist en aplicacions anteriors, el teorema de 1’energia, o principi de con-
servacié de ’energia en un sistema mecanic, en versié diferencial permet determinar
I’equacié del moviment dels sistemes d'un grau de llibertat, ja sigui I’equacié general
o directament la linealitzada. Quan el sistema té més graus de llibertat és possible
continuar utilitzant el teorema de l’energia, com s’ha fet per exemple per a estudiar
I’excitacié sismica, aplicant-lo a referéncies o a subsistemes diferents perd com a pro-
cediment general no és recomanable. Per als sistemes d’n graus de llibertat, s™utilitzen
les equacions de Lagrange que permeten determinar les equacions del moviment ja
siguin generals o directament linealitzades. Igual que el teorema de l’energia, es basen
en l’energia cinética, 1’energia potencial i el treball o la poténcia. Si bé estan fona-
mentalment previstes per a trobar les equacions del moviment també permeten trobar

accions d’enllag. En el cas que alguns graus de llibertat siguin forgats per actuadors,
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les equacions del moviment, de fet, serveixen per a trobar les accions, forces o mo-

ments, d’aquests.

Utilitzen un formalisme analitic estricte, de manera que, les equacions de Lagrange
ordinaries només es poden aplicar a sistemes holonoms 1’estat mecanic dels quals es
descriu mitjancant un conjunt de coordenades generalitzades independents i les seves
derivades temporals —velocitats generalitzades—, que en ser el sistema holonom sén
també independents. Les equacions de Lagrange amb multiplicadors només requerei-
xen que les velocitats generalitzades siguin derivades de les coordenades generalitza-
des emprades, no requereixen que totes les coordenades i velocitats generalitzades

siguin independents.

Les equacions de Lagrange es poden presentar com una versio sistematitzada analiti-
cament del métode dels treballs o de les potencies virtuals, pero en aquesta monogra-
fia es prefereix fer-ho com una extensié del teorema de l’energia en versié diferencial
ja que d’aquesta manera es déna major continuitat a tot el que s’ha vist per a siste-

mes d’un grau de llibertat.

9.1 Equacions de Lagrange ordinaries

L’energia cinetica d’un sistema holonom d’n graus de llibertat 1’estat mecanic del qual
es descriu per mitja d'un conjunt de coordenades generalitzades independents q i les
seves derivades temporals ¢ és una forma quadratica de les velocitats generalitzades,
com es pot veure de la definicié de ’energia cinética d’un sistema de particules de
massa m; posicionades pel vector de posicié 7,(q). Per a adaptar-se a la formulacié
matricial que es fa amb les equacions de Lagrange linealitzades, és adequat prendre

que la forma quadratica sigui simetrica, m;; = mg;.

2
or.
) J

i J

Aquesta energia cinética és, doncs, una funcié de qi ¢ —E, (q,tj)— i per al desenvolu-
pament posterior cal expressar la seva derivada temporal en funcié de les velocitats

generalitzades prescindint de les acceleracions.

. OF oF
B=Y ey 91
¢ T 0q " T
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oF 1
C . . . . . .

8—(1. =m, q; + E Emij q Multiplicant per ¢, i sumant per a totes elles
1

j=i
OF,
Z 94 q; = Z m; qj ¢, = 2E_ Derivant respecte al temps
7 B} i g
. d|9E, OE,
2F = — 7+ —=4. 992

Fent la diferéncia entre les expressions 92 i 91

Fe= 2 9g, | 2, T 2ai 4, | ag, | .

Per a aplicar el teorema de ’energia en versié diferencial, cal la poténcia de les forces
que actuen en el sistema. Com s’ha fet en 'estudi dels sistemes d’un grau de llibertat
és convenient tractar per separat les forces conservatives de les no conservatives.
L’energia potencial del conjunt de forces conservatives és funcié tnicament de gq

—E,(g)- i la poténcia P, d’aquestes forces és:

dE, (q) OF

P =—_PV/__ P 94
. = Zz:aqiqz [94]

La potencia P, . de les forces no conservatives es determina recordant que la velocitat
dels punts d’un sistema és una combinacié lineal de les velocitats generalitzades i que

aquestes forces poden ser funcié de posicié, velocitat i temps.

0
Pnc = Fnc (q,q,t).v: FnC (q,q,t) Z ;<q> qz —
sistema sistema 7 qi
( ) [95]
oy orla)l, Y
Z Z Fnc(q7q7t)' g q; :ZQZ‘<Q;qat)qi
i | sistema 1 7

Els termes (), (q, q,t) sén els components de ’anomenada forca generalitzada @ i,
conceptualment, coincideixen amb la forca reduida definida en ’estudi dels sistemes
d’un grau de llibertat, ja que el seu producte per la velocitat generalitzada ¢, doéna

I'aportacié de poténcia del sistema de forces a causa del moviment associat a aquesta
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velocitat generalitzada. Si es vol determinar (); a partir de la poténcia amb un movi-
ment on ¢, sigui diferent de 0 i amb les altres velocitats generalitzades qjii nul-les
cal tenir la precaucié de no anul-lar cap velocitat en ’expressié de les forces. Si bé no
és habitual utilitzar-la també es pot definir la forca generalitzada de les forces conser-

vatives; a I'expressié 94 es veu que el component i-ésim d’aquesta és 8Ep / dq, .

Utilitzant les expressions 93, 94 i 95 el teorema de l’energia en versié diferencial a-

dopta 'expressio:

d|90FE OFE OFE
Z - C - C + p -
dt| dg¢, dgq, dgq,

7

Q|3 =0 9]

Com que les velocitats generalitzades ¢, sén independents, 'expressié 96 només se

satisfa si:

d|0E.| OE, OF
S b Bl b @
dt| d4, dq; dgq, ‘

=0 i=1,2,...,n [97]

Aquestes sén les equacions de Lagrange ordinaries, tantes com graus de llibertat. So-

vint, també es presenten amb la forca generalitzada escrita a la dreta de la igualtat.

d|0F OE. O0OF
= ol e,
dt| dg¢, dgq, dq,

=Q, 1=1,2,..,n

9.2 Sobrel’holonomia

Un sistema és holonom quan el seu nombre de graus de llibertat, nombre de veloci-
tats generalitzades independents, coincideix amb el de coordenades generalitzades
independents. Per contra, un sistema és no holonom si té més coordenades generalit-
zades independents que graus de llibertat. Es pot pensar en els sistemes no holonoms
com aquells que no poden arribar directament, sense maniobrar —combinar adequa-
dament les possibilitats de moviment—, a totes les configuracions accessibles. Un vehi-
cle convencional, per exemple, no es pot desplacar transversalment pero pot arribar a

una configuracié que correspongui a una translacié transversal si fa maniobres.
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Si la descripcié de totes les restriccions imposades per tots els enllagos d’un sistema es
pot fer des del punt de vista geomeétric aleshores de les equacions d’enllag geomeétri-
ques, entre coordenades generalitzades, se’'n poden obtenir, per derivacié temporal, les
equacions d’enllag cinematiques, entre velocitats generalitzades, i per tant se n’obté el
mateix nombre d’unes i altres. Sempre es pot partir del mateix nombre de coordena-
des generalitzades i de velocitats generalitzades, només cal prendre com a velocitats
les derivades de les coordenades, fet prou usual; per tant, si el nombre d’equacions
geometriques i cinematiques és el mateix, el nombre de coordenades i de velocitats

independents és també el mateix i el sistema és holonom.

Un sistema és no holonom quan entre les velocitats generalitzades existeix alguna
relacio, equacié d’enllac cinematica, que s’estableix directament entre elles i no és
integrable; aix0 fa que aquesta relacié no es tradueixi en una relacié entre coordena-
des generalitzades, equacié d’enllag geometrica, i el nombre de coordenades generalit-

zades independents sigui superior al de velocitats generalitzades independents.

Un sistema d’un grau de llibertat és sempre holonom ja que 1’evolucié temporal de la
seva configuracié és inica, depén d’una sola velocitat generalitzada, i per tant només
cal una coordenada generalitzada per descriure-la. Es a partir de dos graus de lliber-
tat que es pot presentar no holonomia, ja que, en aquest cas, I’evolucié de les configu-
racions del sistema pot dependre de la combinacié que es faci entre les diferents velo-

citats generalitzades independents.

En els sistemes multisolid o mecanismes, tots els enllagcos provenen de parells cinema-
tics —contactes entre solids— i d’equacions constitutives dels elements solids
—distancies i angles constants— i I'inica condicié d’enlla¢ que s’imposa, si escau, direc-
tament sobre les velocitats és la de no lliscament en els punts de contactes. En els
parells inferiors o superficials —cilindrics, prismatics, de revolucié, esférics, plans i he-
licoidals— el lliscament és necessari per permetre el moviment relatiu entre solids. Aixi
doncs, un sistema multisolid o mecanisme només amb parells inferiors és sempre ho-

lonom.

En els parells superiors, el contacte entre solids pot ser lineal segons una recta o pun-
tual. Si el contacte és segons una recta i sense lliscament el moviment relatiu entre els
solids és d'un grau de llibertat i, per tant, una tinica coordenada generalitzada descriu
la seva configuracié relativa, aixo fa que no introdueixi no holonomia. Si el contacte
és puntual i en un dels solids es produeix sempre en el mateix punt la condicié de no

lliscament fa que en l’altre solid sigui també sempre el mateix punt i, per tant, de fet
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cinematicament és equivalent a un parell esféric, i en definitiva tampoc no introdueix
no holonomia. Queda només el cas de contacte puntual quan els punts de contacte
van canviant durant el moviment sense qui hi hagi lliscament relatiu —moviment de
rodolament. En aquest cas, si el moviment relatiu dels dos solids en contacte esta
condicionat per altres enllagos a ser d'un grau de llibertat, per exemple el cas usual
de moviment relatiu pla, de nou no s’introdueix no holonomia com en el cas del con-
tacte lineal. En resum doncs, en els sistemes multisolid o mecanismes només es pot
presentar no holonomia si hi ha rodolament entre solids amb moviment relatiu de
més d'un grau de llibertat. Els graus de llibertat relatius estan associats a canvi
d’orientacié relativa ja que el contacte puntual sense lliscament imposa ja tres res-
triccions de translacié associades a la igualtat de velocitat dels punts de contacte. Des
del punt de vista practic, sén sempre holonoms: els mecanismes amb moviment pla,
els mecanismes sense rodolaments i els mecanismes amb rodolaments pero amb mo-

viment relatiu pla dels solids que rodolen.

En aquesta analisi, s’ha deixat de banda el cas de contacte puntual amb lliscament
direccional, és a dir sense lliscament en alguna direccid, representatiu per exemple de
patins sobre gel. Igual que el rodolament sense lliscament, pot portar a la no holono-
mia, de fet el comportament cinematic d’un pati es pot substituir pel d’una roda que

rodola.

9.3 Sistema conservatiu

El sistema de la figura 33, un péndol de dos graus de llibertat, és un sistema holonom
de manera que les seves equacions del moviment es poden trobar com equacions de
Lagrange ordinaries si per a descriure el seu estat s’utilitzen, per exemple, les dues
coordenades generalitzades indicades a la figura i les seves derivades, q = {s, ¢} 7T i
q= {é,c,b}T. Es pot observar que és autonom, no hi ha cap variable que depengui ex-
plicitament del temps, i conservatiu, totes les forces que tenen poténcia associada no
nul-la —el pes i la molla— deriven de potencial. En ser conservatiu, la forca generalit-
zada de les forces no conservatives @ és nul-la. La molla és de comportament lineal

de constant ki esta distesa per a s = 0.

A continuacié, es mostren els passos per a la determinacié de les equacions del movi-
ment com equacions de Lagrange. Primer, es determinen l’energia cinética i l’energia
potencial, pas que requereix treballar sobre el sistema mecanic concret; a continuacio,

es fan per a cada coordenada les derivades involucrades en 'expressié 97, que és un
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procés analitic independent del sistema concret que s’analitza; i, finalment, es munta

I’equacié per a cada coordenada.

Fig. 33 Péndol de dos graus de llibertat.

_ 1 AL B S N S 2, 1
EC_2m[(sg0) +s]+21Gg0 _2(ms +IG)90 +2ms
Ep:—mgscos(go)—f—%st b, =0quan p =01 5=0
d 8Ec d( . 8Ec .92
—|— :—ms):ms =ms¢e
dt| 0s$ dt ds
| 4 (0F OF
d = :—((m52+IG)gb):(ms2+]G)gb =0
dt| 0¢ dp
(0B,

=-—mgcos(p)+ks
0s
0 E,

= m gssin(p)
9
ms§—ms¢? —mgcos(p)+ks=0 per a s
‘ [98]
<m32+IG)¢+mgssin(<p):0 per a ¢

A partir d’aquestes equacions, es pot determinar la configuracié d’equilibri amb el

T
péndol vertical fent ¢ =0 i ¢ =0 amb la qual cosa s’obté Ay = {m g/k,()} .
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9.4 Sistema no conservatiu autonom

El solid de la figura 34 es mou en el pla vertical. El piu O, fix al solid, es mou dins de
la ranura vertical fixa, i el piu P, situat a ’extrem del conjunt molla—amortidor, es
mou tant dins de la ranura vertical fixa com de la ranura del solid. La molla i
I’amortidor sén de comportament lineal de constants k1 c¢ respectivament i la longi-
tud de la molla distesa és [,. Les resisténcies passives sén negligibles. Es tracta d’un
sistema no conservatiu, la forca de I’amortidor no és conservativa, autonom, no hi ha

cap interaccié funcié explicita del temps.

Fig. 34 Sistema no conservatiu autonom.

El sistema té dos graus de llibertat i és holonom; per tant, si el seu estat es descriu,

per exemple, amb les coordenades generalitzades y i ¢ de la figura i les seves deriva-
T T

des temporals, ¢ = {y,gp} iqg= {y,gb} , es poden plantejar les equacions de Lagrange

ordinaries com es fa a continuacid.

1 i 1 .
E, :E(IG +mb2)g02 -|—§my2 +mbcos(<p)gpy

<Ep:mg(bsin(gp)+y>+%k(ltan(go)+y—lo)2 Ep:%klg quan Zj:g [99]

P =-c (y 1+ Isec? (go)@)y — c(y + Isec? (gp)gb)lsec2 (@)@
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d

oFE
m 8;; :%(my—l—mbcos(go)gb):mg'j+mb(—sin<g0)gb2+cos(gp)g}§)
OE, 0
dy
) oF
% 8; :%((IG—Fmb?)gb—f—mbcos(gp)y):
(IG—|—mb2)¢+mb(—sin(<p)g'oy—|—cos(tp)g'j)
oF
8(; :—mbsin(cp)g'oy
oFE
8—;:mg+k(ltan(<p)—|—y—lo>
8Ep :mgbcos<g0>+k<ltan<g0)+y—l )lsec2 (gp)
0 0

Qy = —c (y + Isec? (SO) Sb)
Q,= _c(y + Isec’ (s@)%b)lseC? (90)

mjj+mbcos(g0)gb—mbsin(gp)gb2 +mg+k(ltan<gp)+y—lo)+
c(y+lsec2(<p)gb)20 per a y

([G +mb2)§(5—I—mbcos(cp):ij+mgbcos<gp)+k(ltan(go)+y—lo>lse(32 (90>+[100]

c(y + I sec? (go)gb)lsecQ (go) =0 per a ¢

Observant les equacions de ’expressié 100, és facil veure que la primera és idéntica a
la que s’obté aplicant el teorema de la quantitat de moviment en direccié vertical al
solid. La segona correspon a aplicar el teorema del moment cinétic prenent moments
respecte al punt O. A partir d’aquestes equacions, es pot determinar la configuracié
d’equilibri fent ¢ =0 i ¢ = 0 i del resultat es conclou, per exemple, que perqué exis-

teix una configuracié d’equilibri cal que b > .

mg+k(ltan(¢eq)+yeq —lo) =0

[101]
mgbcos(gpeq) + k(ltan(gpeq) + Yoq — lo)lsec2 ((peq) =0

Poq = Arccos [(l/b)1/3]; Yoy = I, — % — ltan(goeq)
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9.5 Configuracions d’equilibri de sistemes autonoms

Per als sistemes conservatius autonoms d’un grau de llibertat s’ha vist, expressié 39,
que les posicions d’equilibri corresponen a extrems de ’energia potencial i també que
si a un sistema conservatiu s’hi afegeixen forces funcié de velocitat que s’anul-len
quan aquesta és zero les posicions d’equilibri segueixen verificant la mateixa condicié.
Les configuracions d’equilibri dels sistemes conservatius autonoms d’n graus de lliber-

tat compleixen una condicié equivalent com es mostra a continuacié.

Per a determinar les posicions d’equilibri cal imposar la condicié de repos ¢ =0 i

g = 0 a les equacions de Lagrange de I’expressi6 97.

d|0F OE. O0OF
= ol e,
dt| dg¢, dq, dgq,

-Q =0 i=1,2,..,n

En aquestes equacions, els termes que procedeixen de l’energia cinetica FE_. contenen
factors d’acceleracié o velocitat i per tant es fan zero en aplicar la condicié de repos.
Per altra banda, si les forces no conservatives amb poténcia no nul-la s’anul-len quan
la velocitat és zero les forces generalitzades (); sén també nul-les en aplicar la condicié

de repos i per tant es verifica:

OF
p
g,

Zeq

=0 i=1,2,..,n [102]

Es facil comprovar que per al sistema de la figura 34 el sistema d’equacions de
I’expressié 101 que déna la configuracié d’equilibri es pot obtenir directament apli-

cant l'expressié 102 a la seva energia potencial, expressié 99.

9.6 Sistema no autonom. Graus de llibertat forcats. Determinacié de forces i
parells dels actuadors

Tal com ja s’ha explicat anteriorment, sén no autonoms els sistemes amb motors, que
fan forces i parells funcié explicita del temps, i/o actuadors que imposen moviments
funcié explicita del temps. Aixo fa que les equacions del moviment depenguin explici-
tament del temps, h(q, q, q, t) = 0. A causa de la multitud de disposicions dels actu-
adors i motors i de les funcions que els governen, les equacions del moviment poden

dependre de formes molt diverses del temps. La situacié més senzilla, que descriu
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prou bé molts sistemes reals i que constitueix la base de ’estudi de les vibracions for-
cades o excitades és aquella en la qual es pot fer una separacié de variables de mane-

ra que:
h(¢ 4. t)= fla 4 d)+e(t)=0 103
El terme funcié del temps e(t) s’anomena excitacié del sistema.

Analiticament, és usual entendre per motor lineal un element que només fa una forca
entre dos punts i per motor angular un element que només fa un parell entre dos so-
lids. De manera semblant, un actuador lineal imposa tinicament la distancia entre dos

punts i un actuador angular imposa tinicament 1’angle entre dos solids.

En plantejar les equacions de Lagrange d’un sistema no autonom, les forces i parells
dels motors i actuadors apareixen formant part de les forces generalitzades. Les forces
generalitzades associades als motors sén conegudes a priori funcié del temps, mentre
que les associades als actuadors sén incognita i valen el que calgui per garantir el mo-
viment imposat al llarg del temps. Les equacions de Lagrange permeten determinar
els moviments que es generen a causa entre d’altres dels motors i les forces o parells

dels actuadors.

El nombre de motors en un sistema no esta limitat; des del punt de vista analitic,
augmentar-ne el nombre només incrementa la complexitat de les forces generalitzades
conegudes a priori funcié del temps. Ara bé, el nombre d’actuadors esta limitat i cal
veure la seva compatibilitat ja que, evidentment, han de ser compatibles les condici-
ons geometriques i cinematiques que imposen, entre ells i amb els enllacos existents.
Suposada ja la seva compatibilitat, cada actuador elimina un grau de llibertat lliure i
introdueix una incognita; per tant, el seu nombre no pot superar el nombre de graus

de llibertat originals.

Quan el sistema real conté actuadors redundants, com succeeix sovint amb els enlla-
¢os per raons de disseny, de resisténcia de components mecanics, etc., cal plantejar-se
si la modelitzacié més adequada és eliminar actuadors redundants o passar a conside-
rar-los motors que poden realitzar forces o parells més o menys elevats, que de fet és

el que succeeix.
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Motor angular —_ 0

Actuador lineal

Fig. 35 Sistema amb un actuador lineal i un motor angular.

A la figura 35, es presenta un sistema no autonom de dos graus de llibertat, un de

lliure i un de forcat. El grau de llibertat associat a la rotacié ¢ a ’entorn de ’eix ho-

ritzontal que passa per O és lliure, evoluciona temporalment segons li marca la dina-

mica del sistema. El motor angular introdueix un parell 7,,,:(?) que evoluciona tem-

poralment de manera predeterminada i que si bé influeix en la dinamica del sistema

no condiciona directament l’evolucié temporal de ¢. El grau de llibertat associat al

desplacament z(t) és forgat, evoluciona temporalment de manera predeterminada se-

gons li marca 'actuador lineal. A continuacid, es plantegen les equacions de Lagrange
T . . . T
amb q:{x,go} i q:{x,go} .

1

d|9FE

C

dt| 0z

1d 8E(:
dt| 9¢

oF
1%
oz
oF
p
dp

= motgb—’—

dt

dt

Fact x

(mbx'+mbhgb):mb(jé+hgb)

To+myhi)=T@+2my,zi¢+ myhi
b b b

1= (IS +mg b + I, + my, (2 —l—x2>)

=m, gsin (gp)

=m, gbsin(cp) +my, g(h sin (go) + x cos <90>)

E = 5(IS +m b° + 1, +m, (h2 +x2))¢2 +%mb & +my h¢d
Ep = msgb(l—Cos(go))-l—mbg(h—hcos(gp)-}—xsin(gp)) Ep =0 quan p =0
P

nc

OE, y
=m T

52 b @

dE, i

Dy
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{Q:r - Fact Q - Tmot (t)

2

mb(:if—i—hgb)—mbchx—l—mbgsin(go)—Fact:0 per a T
IT$+2myxip+myhi+mggbsin(p)+

my, g (hsin (@) + zcos(p)) — T (1) =0 per a ¢

La primera equacié coincideix amb la que s’obté aplicant el teorema de la quantitat
de moviment al bloc my, en la direccié6 de la guia. Conegut el moviment, aquesta
equacié permet determinar la forca de l’actuador lineal F, .. La segona equacié, no és
tant evident pero, coincideix amb la que s’obté aplicant el teorema del moment ciné-
tic prenent moments respecte 1’eix de ’articulacié O. En aquesta equacid, 1'inica in-

cognita és ’angle ¢ i les seves derivades que es troben integrant-la adequadament.

9.7 Determinacié de forces i moments d’enllag

Per a la determinacié de les forces i moments d’enllag utilitzant les equacions de La-
grange ordinaries, s’utilitza l'estratégia de substituir els enllagos per actuadors que
puguin imposar les mateixes condicions geometriques i cinematiques i determinar les
forces i moments d’aquests per fer-ho. En aquest estudi se suposa ’abséncia d’enllacos

redundants.

Actuador —

B

Fig. 36 Sistema de la figura 34 amb un enllag substituit per un actuador.

A la figura 36, es mostra el sistema de la figura 34 modificat per a poder determinar
amb les equacions de Lagrange ordinaries la forca d’enllag entre el piu O i la ranura.
En primer lloc, s’ha prescindit de ’enllag entre el piu i la ranura amb la qual cosa el

T T
sistema passa a tenir 3 graus de llibertat, q = {x, y,go} ig= {:i:, y,gb} . A continua-
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cio, el piu s’ha agafat amb un actuador lineal que imposa la coordenada horitzontal z,
com ho fa l'enllag a x = 0, i pot moure’s lliurament en direccié vertical. El sistema
resultant és un sistema holonom no autonom, a causa de la preséncia de 'actuador,
del qual es pot determinar la forga de l'actuador F,., tal com s’ha vist a l'apartat
anterior, i particularitzar-la per a x =0, £ =0 i £ = 0. En ser aquesta condicié igual
a la que imposa l’enllag, la forca que ha de fer 'actuador coincideix amb la forca
d’enllag que ha de fer la ranura. A continuacié, es mostra la determinacié de les

equacions de Lagrange del sistema modificat.

( 1 . 1 . 1 . . .. ..
E, = 5(IG —|—mb2>g02 —|—§mx2 —|—§my2 —|—mb(—sm(gp)gpx—|—cos(gp)gpy)

=0

1 1
E, :mg(y+bsin(gp))+§k(y+(l—x)tan(g0)—lo)2 E, :§klg quan 1

F, = —c(jj+ (1 - 2)sec® ()¢ — tan () &)
Pnc = (Fact —F’Ctan(<p))a?;+Fcy—|—Fc(l—x)se(:2 (90)90

0F
% 8; :%<ma&—mbsin(gp)¢):ma'c'+mb(—cos(g0)gb2—sin(gp)gb)
OF,
=0
ox
0F
% 8; :%<my+mbcos<g0>gb):mgij—l—mb(—sin(go)gbz+cos(go>¢)
10F,
=0
y
% 8;5: :%(([G +mb2)gb+mb(—sin(go):i:+cos(go)y)):
IG—i—mb2 gb—i—mb(—cos(cp)gb:i:—sin(go)&:'—sin(go)cby'—i—cos(gp)fg’)
OF
6; = —mb(cos(go)gbx’-i—sin(gp)gby)
OF
3; - —k(y+<l—a:)tan<g0)—lo)tan<go)
OF
) 8yp ng+k(y+(l—x)tan(<p)—lo>
8Ep ,
90 :mgbcos(gp)—l—k(y—i—(l—x)tan(gp)—lo)(l—x)sec (gp)
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{QI = FaCt — FC tan (go) Qy = FC Q@ = FC (l — x) sec’ ((p)

1m i+ mb(—cos () ¢* — sin () @) — k(y + (1 - 2) tan(p) — ) tan (p) — Fp, +
F. tan () = 0

mjj+mb(—sin () ¢” + cos(p) )+ mg + k(y + (I — 2)tan (p) — ) — F. = 0

(IG —|—mb2)gb—mbsin(g0)f—i—mbcos(go):tj—i—mgbcos((p)—i—

k(y + (I —z)tan(p) — ) (1 —z)sec? (o) — F, (I — z)sec’ (p) = 0

La primera equacié de Lagrange coincideix amb la que s’obté aplicat el teorema de la
quantitat de moviment al solid en direccié horitzontal. Fent t =0, =01 2 =0 en
aquesta equacid, tal com imposa la condicié d’enllag amb la ranura, la forca de

I’actuador que s’obté és la forga d’enllag.

mb(—cos(<p)¢2 —sin(gp)gb) —k(y+ tan(p) ~ 1)) tan () — F, +F, tan () = 0

Frot = Fog = mb(=cos ()& = sin(g) ] + (o, + £, ) tan i)

9.8 Linealitzacié. Matriu d’inerciai de rigidesa

Tal com ja s’ha vist per al sistemes d'un grau de llibertat, el teorema de 1’energia en
versié diferencial permet obtenir directament l’equacié del moviment linealitzada a
I’entorn d’una posicié d’equilibri. Les equacions de Lagrange permeten obtenir direc-
tament les equacions del moviment linealitzades per als sistemes d’n graus de lliber-
tat. El procediment per a fer aquesta linealitzacié es basa en la descomposicié en série

de Taylor com es fa a les expressions 15 i anteriors.

A continuacié, es linealitzen les equacions de Lagrange d’un sistema autonom,
h(q, q, éj) =0, a 'entorn d’una posicié d’equilibri gy, que verifica h(qeq, 0,0)=0,1i

a ’entorn de les velocitats i acceleracions nul-les.

Es representa per xjy = (qeq, 0, 0) el punt —posicid, velocitat i acceleracié— a 1’entorn
del qual es fa el desenvolupament en série. Després de la linealitzacié, es prenen, com
és habitual, les coordenades generalitzades ¢; amb origen en el punt on s’ha fet el des-

envolupament de manera que es té el vectors €, € i € de components:

§=64-4, =4 &=
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Si es representa per h; la i-ésima equacié de Lagrange:

OE,
a4,

aEC oF 1 .
_ 7 4+ aqp —Q, amb E_ :E;;mij@)% q;

1

h=2
toodt

la seva expressié linealitzada a 1’entorn de la posicié d’equilibri és, tenint en compte
que f;(geq; 0, 0) = 0:

o,

J J

. Oh
€+ —
794

x, J

O,
€+ —
7 dq.

z, J

e;[=0 [104]

Ty

Desenvolupant 'expressié 104 s’obté:

0q.|dt|dq, J g | 1w gk g TR
J 7 z, J i 7 2
. 1
Mii (qeq)siJrZ o i (QGQ)+§mji (qeq>] j
j=i
| oOF OF
Zi : 5]:0 Zi P 6]:0
0 ..
Yaga) &=
J z,

Per a adequar-se al formulisme matricial que es donara a les equacions de Lagrange

linealitzades cal prendre m;{geq) = m;ji(geq); d’aquesta manera:

OF
o d 90 ]) &=Smsla)
i 99 q; - i
0
oF OF
%dia'cJ ;=0 Zﬁiac =0
i 24 \4t 94 ) 704\ 04 )
OF
ai' S| & =0 Zai(@l) & =008,
J qj € T J qj - j
0 0
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o | d|9F, o |0E,.
oq |atlag || 971 oq |9 | ="
704, q; . 790104 ),
OF 0> E 0*E
IS~ P ; :Z — P €, :Zkijej amb k, - P
7 0q;| 9q; ; aqi(?qj ; aqi(?qj

I,
0 eq

0

Za_q,@i) i ZQW %)
j j - j
L 0

En resum, per als sistemes autonoms, ’expressio linealitzada de les equacions de La-

grange és:
>om, (9. ), “ Qe T ke 205, =0 =12, n [105]
J J J J

El conjunt d’aquestes equacions es pot escriure de forma matricial i sovint se

I’anomena equacié matricial del moviment del sistema:

Mé-Qé+Ke—Qe=0 [106]

Es interessant remarcar la semblanca d’aquesta expressié amb l’expressié 75 trobada
per als sistemes d’un grau de llibertat a partir del teorema de ’energia en versié dife-

rencial.

L’energia cinética, expressié 90, és una forma quadratica de les velocitats generalitza-
des i la matriu M(q) d’aquesta forma quadratica s’anomena matriu d’inércia i és en

principi funcié de les coordenades generalitzades del sistema.

B, (q) = %sz” (q)qi q; :% 'TM((I)Q

i

La matriu M de I'expressié 106 és la matriu d’inércia particularitzada per a la confi-
guracié d’equilibri g., 1 s’obté per identificacié dels seus termes a lexpressié de
energia cinética E.(gq). Tal com s’ha dit el formulisme matricial adoptat fa que

sigui necessari que ml-j(qeq) = mjl-(qeq), i per tant la matriu d’inércia M és simétrica.

90 Laboratori de Maquines AN

&)

Departament d’Enginyeria Mecanica 8 /4 :



E, (qeq) - %sz@ (qeq)qz’ ¢ = %QTM(qeq)q = %QTMQ [107]

La matriu K, que té per components les derivades segones de ’energia potencial par-
ticularitzades per a la configuracié gy, s’anomena matriu de rigidesa. Per la seva de-

finicié és simétrica.

9’ E
1%

[— N g [108]
Y 0q,0q,

9oq nl nn

Si ’energia potencial és una forma quadratica de les coordenades generalitzades, amb
origen a la posicié6 d’equilibri, i s’escriu Ep = (1/ 2)220%].% qj amb a;; = ay,, la

matriu K es pot escriure directament per identificacié de fermes ja que en aquest cas:

O’ E
b =k
1
9q;04q, Y J

qeq

La matriu Q. és usual anomenar-la, amb el signe canviat, matriu d’esmorteiment C
q ) )
pel fet de ser la matriu de coeficients de les velocitats. Per a la seva determinacid, cal

en principi trobar primer les forces generalitzades ();. A priori no té cap propietat

particular.
9 %11 Qq n
@ i= ﬁ(Qz') - C=-Q=-] : [109]
J Zy Qq’ nl Qq nn

Per als sistemes no autonoms, les equacions de Lagrange depenen explicitament del
temps, h(q, q, q, t) =0, i en principi deixen de tenir sentit les posicions d’equilibri tal
com s’han definit per als sistemes autonoms ja que en una posicié amb velocitat
nul-la ’acceleracié pot o no ser nul-la segons l'instant. Tal com s’ha comentat per als
sistemes no autonoms d'un grau de llibertat, si les equacions del moviment, obtingu-
des o no com equacions de Lagrange, admeten la separaci6 de variables
h(q, q, q, t) =f (q, q, ij) — e<t> =0 sovint es fa referéncia a les posicions d’equilibri

quan l'excitaci6é és nul-la, e(t) = 0, i és al voltant d’aquestes posicions que, si convé,
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es linealitza la funcié f (q, q, q) La linealitzacié d’h(q, q, q, t) =0 en la variable ¢ no

té sentit a causa del caracter monoton creixent del temps .

Exemple 1. Sistema conservatiu

Fig. 37 Péndol doble.

A la figura 37, es mostra un péndol doble format per dues barres iguals, de massa m i
moment central d’inércia I, articulades i que es mouen sense resisténcies passives. El
seu estat es descriu amb les coordenades i velocitats q = {901,902 }Ti q= {gbl,gbz }T. Es
tracta de determinar la matriu d’inercia M i la matriu de rigidesa K per a la posicié

d’equilibri.

1 i 1 . b
E = 5(I+5ml2)<p12 +§(I+ml2)<p§ +2ml” cos(i0, — ))&y

E = mgl(l—?)cos(gol))+mgl(3—005(902>)

=0, es conclou que la posicié d’equilibri es-
eq

Per inspeccié directa o fent (9Ep / dgq,
T
table és Qoy = {0,0} . L’energia cinética en aquesta posicio és:

1 i 1 i ..
E, (qeq) :§(I+5m12)<p12 —|—§(I—|—m12)g0§ —|—2m12g01g02

De fet, si I'energia cinética només s’utilitza per a trobar la matriu d’inércia no cal
trobar-ne la seva expressié general i després particularitzar, es pot trobar directament
per a la posicié d’equilibri, que en ser una posicié particular en principi resultara més

facil d’obtenir.
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La matriu d’inércia M s’identifica, segons l’expressié 107, de l'expressié anterior de

'energia cinetica a la posicié d’equilibri E¢(ge)-

I+5mi> 2ml?
M= 2 2
2ml I +ml

La matriu de rigidesa K es determina, segons I’expressié 108, a partir de les derivades

segones de l'energia potencial E, particularitzades per a la posicié d’equilibri.

0* E
k= P :3mglcos<g01)‘ =3mgl
2
0 21 eq
g
0" E,
1kyy = 5 :mglcos(%)‘ =mgql
07, eq
Qg
0" E,
ko =k, =—— =0
12 21
D, 0@,
Qg
3mgl O
K = g
0 mgl
Exemple 2. Sistema autonom
0

1

l g
ml,]1

_—Corretja

Brag

my, Iy

Fig. 38 Conjunt de dues politges oscil-lants.
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En el sistema de la figura 38, les politges de radi r i r estan articulades al brag OC i
unides amb una corretja que no llisca respecte a elles. El brac esta articulat a una
paret vertical mitjancant una articulacié d’eix horitzontal en el punt O. El brag for-
ma un angle # respecte a la vertical i ¢ i ¢ sén els angles que formen les politges
respecte al brac. El brag i la corretja es consideren d’inércia negligible. Les resisténci-
es passives es modelitzen com frecs viscosos a les articulacions de coeficients: ¢ entre
la politja de radi 7 i el brag, ¢y entre la politja de radi 75 i el brag i c3 entre el brag i
la paret. El seu estat es descriu amb les coordenades i velocitats q = {0,901}T i
q= {9, gbl}T. Es tracta de determinar per a la posicié d’equilibri la matriu d’inércia
M, la matriu de rigidesa K i la matriu d’esmorteiment C provinent de les resisténcies

passives.

B, = %Il (é+¢1>2 +%Iz <é+¢2)2 +%m2 o =
%(11 Iy my )67 +%[11 +1, (7"1/7"2)2]92912 1+ 1y (/) b

Ep =m, gl(l — COS(Q))

P = (—03 9’)0' + —[c1 +e, (7"1/7"2)2]gb1

2

El sistema esta en equilibri per a d = 0, com es pot veure per inspeccié directa o bus-
cant el minim de l’energia potencial, expressié 102, i tenint en compte que les resis-
téncies passives es modelitzen com frecs viscosos, i per tant sén nul-les si les velocitats

ho sén.

La matriu d’inércia M s’obté, segons ’expressié 107, de 'expressié de ’energia cinéti-

ca E. que en aquest exemple no cal particularitzar per a la posicié d’equilibri.

Lt L+my P (141 (1)

M- (Il +1 (7’1/7’2)) I +1, (rl/rz)z

La matriu de rigidesa K es determina, segons 1’expressié 108, a partir de les derivades

segones de l'energia potencial L,

K my gl 0
0 0
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La determinacié de la matriu d’esmorteiment C requereix primer trobar les forces
generalitzades @); a partir de la poténcia de les forces no conservatives. En aquest cas
els termes de la matriu C es poden escriure per inspeccié directa, o el que de fet és el

mateix, la manipulacié de les derivades parcials implicades és trivial.

Qp = _c3é Q% = _[01 6 (7”1/7’2)2]9‘.71

Molla torsional
kta MO

Pista
m_, I

P’ 7P

Fig. 39 Disc rodolant per una pista circular oscil-lant.

El sistema de la figura 39 esta format per un disc, de massa mgy i moment central
d’inércia Iy, que rodola sense lliscar sobre una pista circular, de massa my, i moment
central d’inércia [,. La pista pot oscil-lar a 'entorn de l'articulacié O d’eix horitzon-
tal i sobre ella actuen una molla torsional de constant k; que li fa un parell M, de
sentit contrari a @ creixent quan = 0 i un motor que li fa un parell T,,(¢). Les resis-
téncies passives a l’articulacié O es modelitzen com un parell viscés de constant c
proporcional a 0 i les resisténcies passives de rodolament a J es modelitzen també
con un parell viscés de constant cj proporcional a la velocitat de rodolament 0 + Q.
L’estat del sistema es defineix mitjangant les coordenades generalitzades ¢ = {6, ©}7T i

les seves derivades.
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L’energia cinética, l’energia potencial i la poténcia de les forces no conservatives del
sistema es mostren a les expressions 110 i a continuacié es determinen les equacions

de Lagrange ordinaries.

EC:%(Ip+mp(R2+62)+de2)92—f—%[[d—f—md(R—r)z]gbz—f—
%(—2md<R—T)Rsin(0+g@>ég'a>
J Ep =—m, g(R sin(ﬁ) + ecos <0)) —my g(R Sin((?) + (R — r)cos (go)) + [110]
M, 0+ =k 0?
2
P = (—co 9)9 + (—cJ (9 + go)) <9 + gb) +1, (t)e =
(—coé—cJ(é+gb>+Tm(t>>9+(—6J(9+¢>>¢

[4(0 .

% aEQ.C :%[[Ip+mp<R—|—e)2+de2]9—md(R—r)Rsin(H—l—go)gb]:
[Ip+mp(R+e)2+de2]§—md(R—r)R(sin(0+go)gb+
cos(9+go)(9+gb)gb)

0F .

a—ec:—md(R—r)Rcos@—l-go)Hgb

% 801;7: :%[[Id+md<R—r)2]9—md(R—T)Rsin(9+go)9]:
[[d—|—md(R_r)Q]é—md(R—r)R(sin(@%—go)é—l—
Cos<0+go>(9+gb)9)

oF .

895 = —my (R—r)Rcos(@—l—go)@gb

0F

8; :—mpg(Rcos(@)—esin(@))—mngCOS<9>+M0—|—kt0

0F

8; :mdg(R—r)sin<g0)

{Qez—coé—cJ(9+gb)+Tm(t) Q,=—¢;(0+¢)
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[Ip +m (R+e)2 +de2]é—md (R—r)R(sin(e+ga)gb+cos(0+go)<,b2)—
m g(Rcos(0) — esin (0)) — my g Reos(0) + M, + k0 +
cob+c(0+@) =T, (t)=0

14 (= i (= ) fsin 0+ )3+ cos(o -+ )6%) +

my g(R—r)sin(¢)+¢; (0 +¢)=0

L

Si el parell motor és nul, T,,(¢) = 0, les forces generalitzades s’anul-len quan les velo-
citats sén nul-les i per tant, segons s’ha vist, a partir de ’energia potencial es poden
trobar les posicions d’equilibri, per a les quals les derivades parcials de 1’energia po-

tencial respecte a les coordenades generalitzades sén nul-les, expressié 102.

el =0 = —mafrena ) esn(o, |- myones(o, )+
eq MO "‘kteeq =0
a@ipeqo — mdg(R_r>Sin(@eq):O RGN

A partir d’aquestes expressions, es pot trobar, per exemple, el parell M, de la molla

torsional per tal que en la posici6 d’equilibri 6, = 0.
M, = (m +m d) gR

Les matrius d’inércia M, de rigidesa K i d’esmorteiment C a la posicié d’equilibri
Qoq = {0,0}T s’obtenen de l’energia cinética, expressié 107, de l’energia potencial,

expressié 108, i de les forces generalitzades, expressié 109.

2 2 2
M_Ip—l—mp(R —I—e)+de 0
B 2
0 Id—l—md(R—r)
_ mpgR%—/{:t 0
0 mdg<R—r)
c_|Tq 4
€ €y
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La posicié d’equilibri estudiada és estable ja que els valors propis de la matriu dina-
mica del sistema diagonalitzat D = M 1K sén positius i la poténcia de les forces no
conservatives és sempre negativa. L’energia potencial a la posicié d’equilibri és mini-

ma i a l'entorn d’aquest punt és la forma quadratica E, = (1/2)q' K q.

Si el parell motor T,,(¢) no és nul a les equacions de Lagrange es posa de manifest
que es pot fer la separacié de variables proposada a l’expressié 103 i el vector

d’excitacié e(t) és:

Amb el parell motor, ’equacié matricial del moviment del sistema linealitzat a

I’entorn de la posicié d’equilibri quan 7,(t) = 0 és doncs:

1, +my (R 4 ¢2) 4 m, B 0 m+ e o ﬂ*
0 Li+m (R=rV|1P) L & afl$
mpgR—kkt 0 0 _ Tm(t>
0 mdg<R—r) ® 0

En les condicions del paragraf anterior es pot determinar la matriu de resposta fre-
qiiencial del sistema H(w) prenent com entrada l’excitacié e(t) i com sortida el mo-

viment del sistema q.
~1
H(w)= (—Mw2 L Cwi+ K) Q(w)= H(w)E(w)
Q(w) i E(w) sén les transformades de Fourier de la sortida i de 'excitacié respecti-
vament.

10 Equacions de Lagrange amb multiplicadors

En el desenvolupament que porta a les equacions de Lagrange ordinaries a 1’expressio
96, si les velocitats generalitzades ¢, no sén independents, ja sigui perque el sistema
és no holonom o perque s’ha pres un conjunt de coordenades generalitzades ¢; no in-

dependents, la igualtat a 0 no implica que els coeficients hagin de ser nuls.
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Si per a descriure la configuracié del sistema s’han pres n coordenades generalitzades
g; no independents amb m, equacions d’enllag geometriques entre elles, entre les velo-
citats generalitzades ¢; existeixen m, equacions d’enllag cinematiques que provenen
de la derivacié temporal de les equacions d’enlla¢ geometriques i my, que provenen
directament de les condicions d’enlla¢ no holonomes imposades a les velocitats. Les
m = mg + my, equacions d’enllag cinematiques sén lineals en les velocitats generalit-

zades i es poden escriure com s’indica a ’expressié 110.
Z¢jiqi =0 j=1..,m, i=1..n [110]
i

Per tal de trobar una formulacié de les equacions del moviment, en aquest cas és %on—
venient fer ds dels conceptes de geometria de vectors. Sigui (ﬁ] = {¢1j""7¢nj} un
vector columna associat a la j-ésima equacié d’enlla¢ cinematica. Aquest vector és
perpendicular al vector de velocitats generalitzades g segons es despren de 'expressio
110 ja que el seu producte escalar és nul. Les m equacions d’enllag de 'expressié 110
sén totes les relacions independents que hi ha entre les velocitats generalitzades; aix{
doncs, permeten definir m vectors linealment independents géj perpendiculars a q i
qualsevol altre vector perpendicular a q ha de ser una combinacié lineal d’ells —no

pot ser independent ja que si ho fos representaria una equacié d’enllag addicional.

Per comoditat I’expressié 96 es pot escriure com:

d|90E, | OE. OFE
Zhiqizo amb b, = —|——|— +—F
; dt| dg, dq, 0Og,

- 111

T
L’expressié 111 posa de manifest que el vector h = {hl,...,hn} és perpendicular a ¢q;

és per tant, tal com s’ha dit, una combinacio lineal de ¢; amb coeficients A;.

h:Z’\J‘bj - hi:Z’\j%
J J

d|0E.| OF, aEp
K % T SN g =0 i=1.2 ..m 112
dt| 94, dq, Og, < zj: i % 12

Les equacions de 'expressié 112 sén les anomenades equacions de Lagrange amb mul-

tiplicadors; els coeficients )‘j es coneixen com amultiplicadors de Lagrange.
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Aquestes n equacions de Lagrange més les m equacions d’enlla¢ cinematiques sén un
total d’n + m equacions que permeten determinar el moviment del sistema descrit
per les n coordenades generalitzades i els m multiplicadors associats a les equacions

d’enllag.

Analitzant les expressions 112, es posa de manifest que cada terme Ajpy; €s de fet la
forca generalitzada associada a l’enllag j i existeix en quant existeix aquest enllag i
per tant les forces que fa. A partir dels components no nuls de forca i moment d’un
enllag, es pot determinar 1’expressié dels components de la forgca generalitzada amb
les coordenades emprades. De la igualacié d’aquestes expressions amb les correspo-
nents de l'expressié 112 es troba la relacié entre les forces i moments d’enllag i els

multiplicadors de Lagrange.

10.1 Exemple

A la figura 40, es pot veure un mobil en forma d’ocell que vat les ales. Per a I'estudi
del seu moviment en el pla vertical es modelitza com un mecanisme de 5 barres arti-
culades. Les ales son les barres de massa m i moment central d’inércia I, el cos és la
particula de massa m, situada a P. L’estat del sistema es defineix mitjancant les co-
ordenades generalitzades q = {¢], ¥, ¥3, @1}T 1 les seves derivades. Com que
s'utilitzen 4 coordenades generalitzades i es tracta d’un sistema de 2 coordenades in-
dependents —i dos graus de llibertat— cal establir dues equacions d’enllag geométri-
ques entre les coordenades emprades. Aquestes equacions es poden obtenir imposant
la condicié que OQPQ’0O’0O és un anell tancat i per tant la suma dels vectors que el
componen és nul-la, expressiéo 113. De les equacions d’enllag geométriques per deriva-

ci6 s’obtenen les equacions d’enllag cinematiques, expressié 114.

lcos(gol)+acos(g03)—acos(g04) —lcos(goQ) =0

—Isin(p; )+ asin(py) + asin(py) + Isin(p,) —e =0 113
2
_lsin(gpl) lsin(goQ) —a sin(gog) asin(g04) ©, _0
|72 _ [114]
1 cos(gol) lcos(goz) acos(<p3) a cos <g04) o
\(p4
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Fig. 40 Mobil en forma d’ocell i un model per al seu estudi.

L’energia cinética i ’energia potencial del mobil es mostren a ’expressié 115.

=Lt bt bl (e s el ) 5

%m[(% 1)2 + ((,'04 b)2 —2lbp, @, cos(go2 +904)] +
%me [((bl l)2 + (g'o3 a)2 +2lap, o, cos(<p1 + @3)] 1)
Ep = (—mgl—mcgl)cos(gol)+(—mgl)cos<g02) +

(mgb —mcga)cos(903) + mgbcos(<,04)

L

A partir de ’energia cinética, I’energia potencial i les equacions d’enllag substituint a

I’expressié 112 s’obtenen les equacions de Lagrange amb multiplicadors.
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ml2¢1—|—(mcla—mlb)(cos(g01—|—g03)g53—Siﬂ(gol—i—go?))gbg)—i—
(m +m)glsm(g01>+)\ lsm( —I—)\zlcos((pl) 0

mglsm(@?) A lsm( ©, )\2lcos(902)20

)
Zg02+mlb(—cos(<,02+904)904+sm gpz+g04 )
)-
<(I+mb2+mca2)¢3—|—(mla—mlb)<cos(g01+g03) G — [116]

sin(gol +go3>g'01) + (mcga —mgb)s1n(go3)+
)\lasin<g03)—)\2 acos(gog) =0

_cos<g02 + g04)g252 +Sin<g02 + 904)903) —
mgbsin(¢4>—)\1asin(g04)—)\Qacos(go4) =0

(14 mb? ), +mib

La resolucié d’aquestes equacions junt amb les procedents de les condicions d’enllag
de forma manual és feixuga i dificil. La complexitat de les equacions que sorgeixen de
I’estudi dinamic, sigui quin sigui el procediment per a trobar-les, és habitual en tots
els sistemes en els quals la geometria per a l’estudi de les configuracions no és molt

simple.
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