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1 Introduccié

Aquesta monografia inclou les respostes impulsional i freqiiencial i la seva determinacio
en els sistemes més comuns d’un grau de llibertat vibratori, prenent com a entrada i
sortida les magnituds fisiques més usuals. Tant la resposta impulsional com la resposta
freqiiencial s’utilitzen en la determinacio6 de la resposta de sistemes lineals davant d’una
entrada generica.

2 Sistema amb inércia governada
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Figura 2.1 Sistema genéric de 1GL lliure amb inércia governada

2.1 Equaci6 de moviment

(my +my)x+cx+kx=-myy (2.1)
Parametritzant
F420wi+ ol x = —— 2.2)
m, +m,

amb @y = \Jk/(my +my,) i & =c/(2(m, +my)k)

2.2 Respostes frequencial i impulsional prenent com a entrada I’acceleracio de la
inércia governada i com a sortida el desplacament de la massa lliure

Resposta frequencial

S’aplica la Transformada de Fourier a I’equaci6é de moviment (2.2)
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(-0 +jw2m, + o )X (@) = ——2—Y ()

m, + n,
) X@ ___m I 23)
VU Y@ mytmy (<o + jwdim, + o)
Resposta impulsional
La funci6 delta de Dirac, es defineix segons:
[“s(wde=1; 5(6)=0  vi=0 (2.4)

La metodologia emprada en aquesta monografia per a [’obtencié de la resposta
impulsional considera tres trams temporals:

e Interval de temps ¢ € (—0,0" ], on es considera el sistema en repos.

e Interval de temps < (07,0"), on es considera que actua I’impuls descrit per la
funcio delta de Dirac.

e Interval de temps ¢ €[0",00), on es considera que I’impuls ha deixat d’actuar.

Es considera que I’estat cinematic d’un sistema fisic esta en repos quan els seus punts
tenen les coordenades constants en el transcurs del temps. En aquest estat, i per
comoditat a I’hora de desenvolupar les expressions, es suposen aquestes coordenades
igualades a zero. Per tant, durant el primer interval de temps (—co<#<07) totes les
magnituds cinematiques del sistema tenen un valor nul.

Durant I’actuacié de I'impuls (0"< 7 < 0"), segons de Silva (1999), la derivada de major
ordre de I’equacido de moviment es fa infinita momentaniament. En conseqiiencia, la
segiient derivada d’ordre inferior pren un valor finit diferent de zero en I’instant r=0".
Les segiients derivades de menor ordre es mantenen en valor nul en aquest instant, ja
que no tenen temps suficient per canviar (la integral d’un valor finit, en un temps que
tendeix a zero, és nul-la).

En el darrer interval de temps (0'<¢<o0), el sistema respon segons I’equaci6 de
moviment completa, tenint en compte les condicions inicials i d’excitacié que romanen

per accio6 de I’impuls.

En aquest cas, I’entrada impuls d’acceleracié es pot expressar segons la segiient
expressio, on / és la magnitud de I’impuls:

y(2)=16(1) (2.5)

Durant I’actuacié de I’impuls, aquest provoca una acceleracio x(z) :

i) =——22  I5() 0 <t<0 (2.6)
ma + mb
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Aixo implica el segiient estat en 1’instant =0

0+
#(01) = [ - ———15(t)dr +5(07) = ——2—1
0 m, +my, m, +my 2.7
0 '
x(01) = [ - ——"2—Idr+x(07) =0
0 m, +my,

Després de I'impuls, el sistema es mou lliurement ja que I’excitacid aplicada
desapareix. L’equacié de moviment és:

X+20wpx+atx=0 (2.8)

L’equacié plantejada és una equacio diferencial lineal homogeénia amb coeficients
constants. Suposant una soluci6é oscil-lant, les arrels de 1’equacid caracteristica son
Ay =—Caytjoy amb @ = wy(1-¢2 )21 es resol segons:

x(t) = Cie ' sin(ayt + ) (2.9)

Les seves derivades son:
2(1) = @y Cre ™ cos(wyt + p+y) (2.10)
X(t) = —af Cre ™ sin(wyt + @ +2y) (2.11)

amb y = arctan({/«/l—é’z) .

C1 1 ¢ depenen de les condicions inicials del moviment que prenen els valors indicats en
(2.7). Avaluant (2.9) i (2.10) per a t=0" s’obté:

ny, I

0=0; C = (2.12)

m, +my @, Cosy

La resposta impulsional es defineix com la resposta del sistema per a una entrada
impuls dividida per la magnitud del impuls. Es important destacar que la resposta
impulsional compren I’interval de temps ¢ € (0" ,%) 1, per tant, inclou I’instant on actua
I’impuls. En aquest cas és:

| .
h(f) = ——2 e 5 sin(wy?) (2.13)
m, +my @, Cosy
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2.3 Resum de les respostes frequencials i impulsionals prenent com a entrada
I’acceleracio de la inercia governada i com a sortida, diverses magnituds
cinematiques de la massa lliure

En la Taula 2.1 es presenten les respostes impulsionals i freqiiencials prenent com a
entrada 1’acceleracido de la inércia governada i com a sortides el desplacament, la
velocitat i ’acceleraci6 de la massa lliure. La seva representacid grafica correspon a la

Figura 2.2.
Entrada . . .
(1) Resposta impulsional Resposta freqiiencial
i 1 _ . m 1
Sortida hy(t)=— my e b sin(a,1) H, () =— b — -
x(1) m, +m, @,cosy m, +my (—a) +Ja)2§a)0+a)0)
i 1 m jo
Sortida h, (1) = - e cos(ayt + ) H, (0)=-———2 T >
x(1) m, +m, cosy m, +m, (—a) +Ja)2§a)0+a)0)
2
Sortid: m Oy _Cor . m w 1
Ty | a0 == e sin(ayt 4 2) =50 | | Ho@)= N
m, +m, \ cosy m, + ny, (—a) +Ja)24’a)0+a)0)

Taula 2.1 Respostes impulsionals i freqiiencials per a una entrada acceleracio

h |H|
e omy T
O, 2(m,+my)
| o
h, |H,|
/\ N
\/ ¢
(O]
hy H,|
N PR W I
(m +my)
Y
(0]

Figura 2.2 Respostes impulsionals i modul de les respostes freqiiencials per a una entrada
acceleracio i sortida desplagament (4 1 Hy), velocitat (4, i H,) 1 acceleraci6 (4, 1 H,)

() La funcié de resposta freqiiencial no és integrable en aquest cas. Per poder fer servir la transformada
inversa de Fourier per a I’obtenci6 de la resposta impulsional, cal fer s de la funci6 delta de Dirac.
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2.4 Respostes frequencial i impulsional prenent com a entrada la velocitat de la
inercia governada i com a sortida el desplacament de la massa lliure

Resposta frequencial

Es pot obtenir directament de la resposta freqiiencial (2.3)

X(w) _ joX(w) _ .wX(a)) ___m jo

H. (w)=— — > (2.14)
U N@  jel @) V@) memy (<0 + jo2iey +af)
Resposta impulsional
L’entrada impuls de velocitat es pot expressar segons:
y(t)=156(¢) (2.15)
Durant el impuls 1’acceleracio x(¢) val:
. mb - — +
X(t)=- 156(t) 07<t<0 (2.16)
m, +ny,

my,

15(t)dt + 32(07) = — T

nty, m, + n,

15(f) 07<t<0"  (2.17)

Integrant s’obté I’estat en ’instant t=0":

x(07) = [ " 15(1)di +x(07) = ——"o
0" m, +my m, +nmy, (2.18)
0" '
w(0")=—[ ——Idt+x(07) =0
0" m, +my

essent ‘x(¢) la funcid integral de la funcid d’oscil-laci6 lliure x(¢).

Analogament al cas anterior, després de I’'impuls, el sistema es mou lliurement ja que
I’excitacié aplicada desapareix. La solucié de 1’equacié de moviment correspon a la
descrita en (2.9). C; 1 ¢ depenen de les condicions inicials del moviment que prenen els
valors indicats en (2.18). La funcid integral "x(¢) es pot expressar segons:

x(t) = J-x(t)dt =-C, Le'a"ot cos(wgt+o—y)+C, (2.19)
2)

Per a t > oo es pren un valor 'x(¢) = 0, per la qual cosa, C;=0. Avaluant (2.9)1(2.19)
per a t=0" s’obté: =
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o=y+t =t L m [ (2.20)
2 m, +my sing  m, +my, CoSy
Per tant, la resposta impulsional és:
_ my, —Copt
h(t) =———"— e "™ cos(ayt +y) (2.21)

m, +m, cosy

2.5 Resum de les respostes frequencials i impulsionals prenent com a entrada la
velocitat de la inércia governada i com a sortida, diverses magnituds
cinematiques de la massa lliure

En la Taula 2.2 es presenten les respostes impulsionals i freqiiencials prenent com a
entrada la velocitat de la inercia governada i com a sortides el desplacament, la velocitat

i I’acceleracid de la massa lliure. La seva representacid grafica correspon a la Figura
2.3.

Cal notar que les respostes (impulsional i freqiiencial) amb sortida posicio i1 velocitat de
la Taula 2.2 sén equivalents a les de la Taula 2.1 amb sortida velocitat i1 acceleracio,
respectivament, ja que si es t€ un sistema amb una funci6 de resposta freqiiencial
H(w)=Y (w)/X(w), la resposta freqiiencial de la relacio de les seves derivades o
integrals és la mateixa:

Y@ joY (o) Y()
X(w) joX(o) X(w)

H(w)= (2.22)

Entrad
r;)(r?) a Resposta impulsional Resposta freqiiencial
: ~ m jo
Sortida hy(t) = L U cos(wyt + ) H (o) = ——= T 3
x(1) m, +m, cosy m, +my (—a) +jw2lw, + , )
2
i m 1)
Sqrtlda h, (1) = _m 0 et Sin(a)dt +2y) = 8(1) H, (0)= b — - 1
x(1) m, +m, m, +ny (—a) +Ja)2§a)0+a)0)
.3
' . m @
Sortida h, (1) = Mo | % oo cos(wyt +3y) —5(1) H, (o) = b T ! > @
X() m, +m, m, +my (—a) +jw2lw, + o, )

Taula 2.2 Respostes impulsionals i freqliencials per a una entrada velocitat

()@ Les funcions de resposta fregiiencial no sén integrables en aquest cas. Per poder fer servir la
transformada inversa de Fourier per a 1I’obtenci6 de les respostes impulsionals, cal fer s de la funcio6 delta
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Figura 2.3 Respostes impulsionals i modul de les respostes freqiiencials per a una entrada
velocitat i sortida desplagament (ks i Hy), velocitat (h, i H,) i acceleracié (f, i H,)"

M Les dues fletxes representen la derivada temporal de 1’impuls.
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3 Sistema amb forca excitadora

o

() C)

Figura 3.1 Sistema genéric de 1GL lliure amb forga excitadora

3.1 Equaci6 de moviment

mx+cx+kx=F 3.1)
Parametritzant
F
X+20wpx+af x=— (3.2)
m
amb @, =\/k/m i é’zc/2,/mk
3.2 Respostes frequencial i impulsional prenent com a entrada la forca

excitadora i com a sortida el desplacament de la massa

Resposta frequencial

S’aplica la Transformada de Fourier a I’equacié de moviment (3.2)

(—a)2 +jw2lmy + a5 )X (@) “Lrw)
m

H (o) = —
() F(w) m(—a)2+ja)2§a)0+a)§)

Resposta impulsional

L’entrada impuls de forga es pot expressar segons:

F(t)=15(1) (3.4)
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Durant el impuls es té:

¥(t)= iIci(t) 07 <t<0"
m

Integrant s’obté I’estat en 1’instant =0

X(0F) = jf%dﬁx(o—) -0

#0") = jf%]&(t)dt +5(0) =é

(3.5)

(3.6)

Després de DI'impuls, el sistema es moura lliurement ja que I1’excitaci6 aplicada
desapareix. La soluci6 de I’equacié de moviment correspon a la descrita per (2.9).

S’avalua (3.6) en (2.9) i1 (2.10) per trobar ¢ i C.

1
¢ = O’ Cl =
Wymcosy
La resposta impulsional és:
1 —Cayt
hy(t) = —————¢e °™" sin(w,t)
Wy MCoSY

(3.7)

3

8)

3.3 Resum de les respostes frequiencials i impulsionals prenent com a entrada la
forca excitadora i com a sortida diverses magnituds cinematiques de la massa

En la Taula 3.1 es presenten les respostes impulsionals i freqiiencials prenent com a
entrada la forca excitadora i com a sortides el desplacament, la velocitat i I’acceleracio
de la massa. La seva representaci6 grafica correspon a la Figura 3.2.

Entrad

I;E?) a Resposta impulsional Resposta freqiiencial
Sortida —sat o _L 1

h(t) = e “ sin(w,t Hi(@) =

(1) s(1) P (eoyt) s m (—0)2 +jw2m, +a)§)
Sortida —¢oyt _L 1

_ ho(f) = e * cos(a,t + H, (@)= :

x(1) v mcosy (@t +v) m (—a)2 + 020w, +a)§)
Sortid 1 o 1 s 1

W | mO=— e sin(@yt+2p) = 5() | | Ho(@)= s e

m\ cosy m (—a) +Ja)2§’a)0+a)0)

Taula 3.1 Respostes impulsionals i freqiiencials per a una entrada forca

() La funcié de resposta freqiiencial no és integrable en aquest cas. Per poder fer servir la transformada
inversa de Fourier per a I’obtenci6 de la resposta impulsional, cal fer s de la funci6 delta de Dirac.
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— 1
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Figura 3.2 Respostes impulsionals i modul de les respostes freqiiencials per a una entrada forca
i sortida desplacament (4 1 Hy), velocitat (4, i Hy) 1 acceleracio (4, 1 H,)
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4  Sistema amb excitacié per la base

P

() C

Figura 4.1 Sistema genéric de 1GL Iliure amb excitacid per la base

4.1 Equacio de moviment
mx+cx+kx=cy+ky 4.1)

Parametritzant
X +20wpx + @ x =2,y + @) y (4.2)

amb @y = \Jk/m i ¢ =c/(2mk)

4.2 Resposta frequencial i impulsional prenent com a entrada I’acceleracio de la
base i com a sortida el desplagament de la massa

Resposta frequencial

S’aplica la Transformada de Fourier a I’equacié de moviment (4.2)

2
(-0 + je2da, + @ )X (@) = (2?”—”0—&; ( ()
©o 4.3)

X(@) _  —jo2lmy-a)

2 2

H.(w)=—
(@) Y(o) -0'+jo’2le,+o* ]

Resposta impulsional

L’entrada impuls d’acceleracio té la forma descrita en (2.5). Es calculen les funcions
velocitat 1 desplacament de 1’entrada ja que surten en el terme d’excitacio de I’equacio
de moviment.

Laboratori de Maquines 13
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0 1<0
o
) j(;lcs(t)dwy'(o—):] £>0"
(4.4)
0 <0
t:
) J‘;Idt+y(0_)zlt 120"

Durant I’impuls, la massa no rep cap excitaci6é directament, ja que no hi ha cap terme
que inclogui y(¢). Per tant:

X(t)=0 0 <t<0" (4.5)
L’estat del sistema en ’instant t=0":
#(0")=x(07)=0

(4.6)
x(07)=x(0")=0

Després del impuls, el sistema es moura segons 1’equacié de moviment plantejada.
Substituint en ella la funci6 d’excitacid corresponent, s’obté una equacio diferencial
lineal no homogenia amb coeficients constants:

X +20wpx + ) x = 2Ly + ) It (4.7)
La solucié de I’equacio diferencial correspon a la suma d’una solucié homogénia i una
solucié particular, x(7) = x;(#)+x,(¢) . La soluci6 homogenia ¢és la descrita per (2.9), i
la soluci6 particular pren la forma:
xp,(H)=at+b (4.8)
Solucidé completa:

x(t) = Cie ' sin(ayt + @) +at +b (4.9)

L’expressi6 que descriu la velocitat és la mostrada a continuacid i 1’acceleracio
correspon directament a 1’expressio (2.11).

%(1) = wyCre ™ cos(wyt + p+y) +a (4.10)
Substituint (2.11), (4.9) 1 (4.10) a (4.7), 1 dividint per ¢, s’obté:
[—a)g %eg“’“t sin(ayt + @+ 21,//)} + 24w, [a)o %e@")t cos(wyt +p+y)+ %} +

@.11)
+ai [%e_g“’“t sin(ayt + @) +a+ ?} =2lw, % +af 1

14 Laboratori de Maquines
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Perat— w
a)ga:a)(z)l
a=1

(4.12)

Substituint novament (2.11), (4.9), (4.10) 1 aquest resultat a (4.7), 1 simplificant s’obté:

[—wgqe‘@’of sin(aw,t + ¢+ 21//)} +24w, [a)oCle_g“’Ot cos(wyt + ¢+ l//)] +
(4.13)
+ap [Cle_‘/;“’“t sin( @yt + @) + b] =0

Per a t —» coresulta b=0. Un cop s’han trobat a i b, s’avaluen (4.9) i (4.10) en I’instant
t=0" per trobar ¢ i C|.

1
p=0, C;=—"" (4.14)
W, COSy
La resposta impulsional €s:
h(t)= —;e_a"“t sin(a,t)+1t (4.15)
Wy COSY

4.3 Resum de les respostes frequencials i impulsionals prenent com a entrada
I’acceleracio de la base i com a sortida diverses magnituds cinematiques de la
massa

En la Taula 4.1 es presenten les respostes impulsionals i freqiiencials prenent com a
entrada I’acceleracid de la base i com a sortides el desplagament, la velocitat i
I’acceleracio de la massa. La seva representacio grafica correspon a la Figura 4.2.

Entrad
Ijl}(r?) a Resposta impulsional Resposta freqiiencial
. 1 - ' i 2
Sortida h(1) = — &~ Sin(ayt) + 1 Hy (@)= — Ja)23§a)0 @ _ (1)
x(1) @, Cosy -0 +]jo 26w, + 0" )
. 1 —lw 2 1 2
Sortida | ) (1) = ———e ¥ cos(@yt +p) +1 | H (@)= — 222D I% @
x(2) cosy ~0 +jo’ 2w, + 0,
i _ ) jw2lw, + )
S(_).rtlda ha(t)=&e oyt sin(w,? +2y) H, (o) = ga) o@ + @ 5
x(1) cosy -0 + jw2lw, + @

Taula 4.1 Respostes impulsionals i freqiiencials per a una entrada acceleracio

()@ Les funcions de resposta freqiiencial no sén integrables en aquest cas. Per tant, no es pot fer us de la
transformada inversa de Fourier per a I’obtenci6 de les respostes impulsionals.
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h |H

s Sl

t (O]
h, |H,|
1 44 - \- -
t ®
h, |H,|
VA

()

Figura 4.2 Respostes impulsionals i modul de les respostes freqiiencials per a una entrada
acceleracio i sortida desplacament (45 i H;), velocitat (%, i H,) i acceleracio (4,1 H,)

4.4 Resposta frequencial i impulsional prenent com a entrada la velocitat de la
base i com a sortida el desplacament de la massa

Resposta frequencial
S’obté directament de la resposta freqiiencial (4.3)

X(@) _ joX(@) _ . X(@) _ 02w, - joy
2

H. () =2 . X
=V ) i@ V(@) t w2l + o

(4.16)

Resposta impulsional

L’entrada impuls de velocitat t¢ la forma descrita en (2.15). Es calcula la funcio
desplagament de I’entrada ja que surt en el terme d’excitacié de I’equacié de moviment:

0 <0

()= I (4.17)

18 de+y(0T) =1 1207

Durant el impuls ’acceleracio x(z) val:

16 Laboratori de Maquines
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B(0)=2laplS(t)  07<t<O (4.18)

L’estat en I’instant 7=0" és:

#0F) = jof 26y 15(0)dt +5(07) = 2Lyl
°0+ (4.19)
x(07) = Lr 26wyt +x(07)=0

Després de I’impuls, el sistema es mou segons 1’equacié de moviment plantejada.
Substituint amb la funci6 d’excitacid corresponent, s’obté una equacid diferencial lineal
no homogenia amb coeficients constants:

X+20wpx+afx =gl (4.20)

La soluci6 de 1’equacio diferencial correspon a la suma de una solucié homogenia i una
soluci6 particular, x(#) = x;,(#)+x,(¢) . La soluci6 homogenia ¢s la descrita per (2.9), 1
la solucid particular pren la forma:
xp(t)=a (4.21)
Solucidé completa:
x(t) = Cie ' sin(awyt + 9) +a (4.22)

La velocitat i I’acceleracio corresponen directament a les expressions (2.10) 1 (2.11)
respectivament. Es substitueix (2.10), (2.11) 1 (4.22) a (4.20):

[—a)gCle_ngI sin(@yt + @+ 21//)} +2¢w, [a)OCle_g“’Ot cos(@yt + ¢+ l//)] +

(4.23)
+ayp [Cle_gw“t sin(ayt + @) + a] —atl
Per obtenir el valor a, s’avalua pera t —
oja =gl (4.24)
a=1
Per trobar ¢ i C; s’avalua (4.22) i (2.10) en I’instant /=0" i s’obté:
o=y+% =1t (4.25)
2 cosy
La resposta impulsional és:
1
h(t)=— e cos(ayt +y) +1 (4.26)
cosy
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4.5 Resum de les respostes frequencials i impulsionals prenent com a entrada la
velocitat de la base i com a sortida diverses magnituds cinematiques de la
massa

En la Taula 4.2 es presenten les respostes impulsionals i1 freqiiencials prenent com a
entrada la velocitat de la base i com a sortides el desplacament, la velocitat 1
I’acceleracio de la massa. La seva representacio grafica correspon a la Figura 4.3.

Entrad
I;'/(r?) : Resposta impulsional Resposta freqiiencial
. . 2
Sortida hy(t) = — e cos(ayt +y)+1 Hy ()= — w 43)0 jo, : M
x(t) cosy 0+ 0 2wy + 00
, o — ;
Sqrtlda hy, (1) % o sin(@yt +2y) H, (0) = ia) Ca, + @, .
x(1) cosy 0 + jw2fay + o
i 2 . 2
Sortid > - -0 26w, + joo,
(.).(tl)a h, (1) N o cos(wyt +3y)+26wy0(t) | Ha(w)=— 5 o *J o2 (€)
¥ cosy -0 + jo2lw, +

Taula 4.2 Respostes impulsionals i freqiiencials per a una entrada velocitat

h |H

Jl

Vl

a | al

AP

vV
Wy +/-- -

Figura 4.3 Respostes impulsionals i modul de les respostes freqiiencials per a una entrada
acceleracio i sortida desplagament (4 1 Hy), velocitat (4, i H,) 1 acceleraci6 (4, 1 H,)

(@ Les funcions de resposta freqiiencial no son integrables en aquest cas. Només en el cas (2) per poder
fer servir la transformada inversa de Fourier per a I’obtencié de la resposta impulsional, cal fer us de la
funcié delta de Dirac.
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