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Capitol 1

P1-1

El corré de la figura rodola sendliscar sobre la
pista circular fixa. Determineu I'equacio del
moviment per getites oscil-lacions Bentorn de
la posicié d’equilibri.

Solucié: ¢ +18,69¢ =0

L'eix de la roda de la figura forma un angteamb

la direcci6 vertical. EIl moment axial d’inércia de la
roda ésl i sobreella es fixauna petitamassam
Determineu I'equacio del moviment per a les
petites oscil-lacions d’entorn de la posicio
d’equilibri.

Solucio: (I +mr2)¢+mgrsina¢ =0

El volant de la figura esta suspés per filssde
zﬁé lg maneraque en repos l'eix del volantels fils son
Zf?“ rz%;é verticals. Si el periode d'oscil-lacié del volant a

I'entorn de la direccié verticalamb elcentrefix és
T=1,3s,determineu el radi dejir rg axial del
L volant.

( Gj 2
r L Solucié: rg=0,1673 m

L=06m r=02m T =13s
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Capitol 2

P2-1
« Un sistema massa-molla té una fregiiéncia propia fy. S
AAAAA Go M s’afe.:.g‘eix_ una‘sggona molla en s&rie a la primaa la
freqliencia propia passa a ser fy/2. Determineu la
’ constant de la segona molla en funcié de la de la

Ky k, primera.
AAAAAA Ga M
f ' Soluci6:  ky =k;/3

P2-2
Una massa m unida a I’ extrem lliure d’'una molla vibra
_M_ Ga m amb una fregiéncia propia f, Determineu la
frequencia propia f 9 lamassa s'uneix a punt mig

de lamollaamb &'s seus extrems fixats.

&
Sol UCié: f IO = 2fo

P2-3
Determineu d periode T de les oscil-lacions lliures de la
lg columna de fluid d’un manometre en U com € de la figura
— gue té una llargada total d’aguesta columnalL =2 m.
X
X Solucié: T=2,006s
P2-4

Un sstema massa-molla té una freqiencia propia fo =16 Hz. S la massa s'incrementa
amb m' = 0,1kg la nova freqiiéncia propia passa a ser fy=1549 Hz. Determineu la
massaminicia i laconstant k de lamolla

Solucio: m=1,494 kg k=15,10 N/mm
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P Una massam = 20 kg penjada de I'extremiuna molla |
9 produeix en repos un allargameg;= 10 mm.Determineu
k la freqUiencia propia del sistema massa-molla.
A
X est .,
Go- M Solucio: f; =4,985 Hz

M= 20Kkg Xeg=10mm

P2-6
P En un sistema lineal massa-molla de mamsarigidesak,
y %— determineu com afecta, en primera aproximacio, la nmssa
K ‘ de la molla en ldrequiencia propia ddlistema(Preneu la
AAAA Ge M densitatlineal p(y) i la deformacié Al/lj(y) de la molla
uniformes).
Solucio:  fo =(3/2m),/k/(m+mg/3)
P2-7
- La figura esquematitza el sostuna nau
= m industrialsuportat per columnes encastades en
— els seus extrems. Determineu laequencia
- m, propia del moviment horitzontal del sostre,
AN
. L a) Negligint la inércia de les columnes.
b) Considerant que les columnes soOn
- uniformes, de massay. i que la seva
| L deflexio es pot aproximar mitjancant
o F I'expressio

T~ I 2() = (12) 21~ cOS(X/ L))

k=F/z,=12El/L3

Soluci6: a) fy=2,251 Hz

L=10m | = 2,5103 % L
m=60103kg m.=4103kg b) fg =2,197 Hz
E = 200 GPa
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9 Una biga uniforme encastada en un extrdiare
A

N M Z e a l'altre té unamassamportant en I'extrenliure

de maneraque en oscil-lar lliurement laseva
' deflexié es pot aproximar per I'expressio:
_ 3 2
z(x)—(zmax/z)((x/L) - 3(x/L) )
corresponent a la deflexio estatica de la biga causada per unactmcantrada a
I'extrem lliure. Determineu la massa reduida de la biga al moviment del seu extrem lliure.

Solucié:  myeq= (33/140)Myiga

P2-9

En el sistema de la figura les politges de radir, son
solidaries. Determineu la frequiéncia lds oscil-lacions
lliures a I'entorn de la posicio d’equilibri.

Solucio: fg=2,60 Hz

m=10kg |=0,05kgm?2
r,=01Im r,=02m
k=1kN/m
P2-10
; En el sistema de la figura lbarra OP és d’'inercia
negligible. Determineu I'expressid de: I'esmorteiment
c K critic, la frequéncia propia i la rad d’esmorteiment.
%>f ‘ 3 — Solucio: ¢, =2alL+km
a
- wo =(a/L)/k/m

| { =ca/(2LVkm)
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P2-11

s . La barra uniforme OQ denassam de la figuraesta
articulada pel punt O. Determineu:
: ©m a) La fregiéncia propia.
3)0 P Q b) La radé d’esmorteiment.
_a L

Solucié: @) wg =(a/L),/3k/m
b) ¢ =3cL/(2avkm)

P2-12

La frequencia propia d'ursistema massa-molla ég= 1/rHz. Si la massa esepara
20 mm de la posicio d’equilibri i se li dona una velocitaBdenm/sdirigida cap aquesta
posicio, determineu:

a) L'amplitudx, de les osci-lacions.

b) L’acceleracid maximay,sy.

Solucié:  a) x,=44,72 mm
b) amni=178,9 mm/a

P2-13
v Un pistd avanca dingd’'un tub a una velocitat
_> — .
o V= 15’24 m/ S entra en Contactamb elgrup moIIa—
m kg g ? C amortidor de la figura. Determineu:
C a) La frequéncia propia ila raé d’esmorteiment del
“ sistema massa-molla-amortidor mentre reante
m=453kg  v=1524m/s en contacte.

c=175N/(m/s) k=35 N/mm

b) El tempst perarribar a lanaximacompressio, la
compressio maxima Xyna del grup molla-
amortidor i I'acceleracio maxima, s, del bloc.

Solucié: a) wy=87,90 rad/s¢ = 0,2197
b) t=0,0157s  Xuax=0,1279m  ay3= 1092 m/3
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Per al sistema massa-molla-amortidor de figura

7 Qgg;gi] g, M determineu:
<&
a) La frequencia propia.

b) La raé d’esmorteiment i el decrement logaritmic.

m=4kg k=5 N/mm » .
¢ =20 N/(m/s) c) La relacié entre dos maxims separats per

3 oscil-lacions.

Solucié: a) fy=5,627 Hz
b) {=70,7116 &=0,4454
c) X /X%4+3= 3,805

P2-15

En un sistema massa-molla-amortidor de massa 2 kg i rigidesak=3,2 N/mm,
I'esmorteiment fa que leelaciéentre dosmaximssuccessius dées seves oscil-lacions
lliures siguir = 0,98. Determineu el decremdagaritmicd la rad d’esmorteimerq i la
constant d’esmorteiment

Solucié: 0=0,0202 {=3,215 168 c =0,5145 N/(m/s)

P2-16

Els parametresl’'un sistemavibratori d’'un grau dellibertat i comportamentineal s6n
massam= 4,534 kg, rigidesak=3,5kN/m i esmorteiment viscos= 12,43 Ngm.
Determineu la ra6 d’esmorteimerit el decrementlogaritmic o i la relacié entre
desplacaments maxims successius.

Solucié: ¢ =0,0493 0=0,3104 X%+, = 1,364

P2-17

Els parametresl’'un sistemavibratori d’'un grau dellibertat i comportamentineal s6n
massan = 17,5 kg, rigidesk = 7 kN/m i esmorteiment viscés= 70 N ¥m. Determineu la
ra0 d’esmorteimend, la frequiéncia dées oscil-lacions esmorteidds i la relacioentre
desplagcaments pic a pic successius.

Solucié: ¢ =0,1000 fe = 3,167 Xi/%+1 = 1,880
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P2-18

La forca que fa un fluid sobre un solid que es mou en el seu interior a velocitat moderada
es pot considerar oposada a la veloaigddtiva i de moduproporcional al quadrat del
modul de lavelocitat relativa, F = — a v v. Determineu I'esmorteimengéquivalent
introduit per aquesta forca en sistemavibratori que esnou amb movimenharmonic

de frequencidi amplitudx,.

Soluci:  cey =(16/3)afx,

P2-19

Determineu I'esmorteimergquivalent causat per uinec sec demagnitudFy en un
oscil-lador que es mou amb moviment harmonic de freqtienarmaplitudxs,

Solucié: ceq:(ZFo)/(nzfxp)

P2-20

En un sistemaibratori massa-molla-amortidor la rigidesa deralla ésk =525 N/m, el
periode de les seves oscil-lacions lliure$ és1,80 s i la relaci@ntre dos desplacaments
maxims consecutius 6§ /X1 = 4,2. Determineu:

a) La massani el coeficient d’'esmorteiment

b) L'amplitud x, i la fase ¢ del movimentestacionari causat per una forca
F = 2 cos (B actuant sobre el sistema.

Solucié: a) m=40,95kg c¢=65,30 N/(m/s)
b) Xy = 8,0 mm ¢ =51,39

P2-21

En un sistemavibratori d’'un grau dellibertat excitat amb una forca harmonica,
determineu la rad de frequencieper a la qual I'amplitud dies oscil-lacions emeégim
estacionari és maxima.

Solucié: p=11-2¢2
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P2-22

Un component d’'una maquina té umassam = 2 kg i excitat per una for¢ca harmonica
d'amplitud F,=25N es mou en ressonancig=5Hz, amb undesplagament
d'amplitudx, = 10 mm. Determineu:

a) El coeficient d’'esmorteiment

Si la frequencia de la forca d’excitacié passsesf =4 Hz i es prescindeix d’element
esmorteidor,

b) Quina és ara 'amplitud,” del desplagament en regim estacionari?

Solucié: a) ¢=79,58 N/(m/s)
b) %y’ =35,18 mm

P2-23

Un sistema vibratori excitatmbuna for¢ca harmonicascil-la enressonanciafy Hz, amb
una amplitudx, =58 mm i si lafreqiéncia de la forca d'excitaci6 passa a ser
f; = 0,8fg 'amplitud de les oscil-lacions es x;’ =4,6 mm. Determineu la rao
d’esmorteiment del sistema.

Soluci6: ¢=0,1847

P2-24

Per al sistema de lgura determineu laesposta

Y . . .
ﬁ—’\ J\/\/%\/l\l freqUencial entre el moviment de I'extrdimre de
k

; Cc . P
Z G\ m la mollax pres com axcitacio i el del blog/ pres
— >

com a resposta.
,-’

H(w) = y/x=1/((1- p?) + 220
amb p=w/k/m i {=c/2Jkm

Solucio:
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Per al sistema de lgura determineu laesposta

q Y . . .
ﬁ—\ % X freqlencial entre el moviment de 'extrdimre de
; K \ mf C 'amortidor x prescom aexcitacio i el del blogy
Co B
pres com a resposta.

H(w) = y/x =(2201), ((1- p?) + 226
anb p=w/\k/m i {=c/2vkm

Solucio:

oy En un sistemeexcitat per dos rotors desequilibrats

ﬂ—> iguals que girenamb velocitats angulars oposades,

¥ m ’ s'observa en ressonancia uaanplitud del moviment

2’% ; Xp1 = 6 mm. A mesurajue la velocitat de rotacié dels
< , rotors augmenta I'amplitud dehoviments’estabilitza

enx,, = 0,8 mm. Determineu la raesmorteiment del
sistema.

Solucié: ¢=0,066

P2-27

—— Per tal defer moure una estructura s'utilitza un
excitador format per dos rotors desequilibrats iguals i
Me que girenamb velocitats angulars oposades. bssa
X de l'estructura ésn, = 150 kg i el desequilibringr) és
= u=0,1 kg m.S’observa que l'estructura ressona amb
% L‘% una amplitud del movimemnt, = 20 mmqguan la velocitat
de rotacidé dels rotors &= 900 minl. Determineu la

o
rigidesa i la rad d’esmorteiment de I'estructura.

m,=150kg u=0,1kgm
n=900 minl x,=20mm

Solucié: k=1,332 kN/mm {=0,033
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P2-28

La figura representa umodel
— molt simplificat (d'un GL) d’un
g;; = 1m vehicle amb suspensié que
circula per una carretera
ondulada. Determineu (Prengu
a partir de la posicié d’equilibri
del xassis per a y=0 i
considereu harmonic ehoviment delcentre de la roda i constant la velocitat del
vehicle):

7

a) L'amplitud de les oscil-lacions verticals, del xassis enfuncio de la velocitat
d’avangv del vehicle.

b) La velocitat d’'avang més desfavorable.

Solucio:  a) xp:yp/(l—pz) amb p=2m./mk/L
b) v=Lk/m/(2m)

P2-29

Un aparell instal-lat en un vehicls’ha daillar,
G mitjancant una suspens#lastica, de lesibracions del
suport causades pel motor que givar entre 1600 mint

—/fxest i 2200 minl. Determineu la deflexié estaticgs; minima

éE—_[ L"E de la suspensio elastica si s’ha de garantir un aillament

7 del 85% (Factor de transmissio 0,15).

Solucié:  Xegt= 2,679 mm
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P2-30

Una magquina denassam = 450 kg esta recolzada sobre uns elemelitsticsque a
causa del seu pes es deformgp=5 mm. Si la maquina té un rotamb undesequilibri
u= 0,25 kg m que giram= 1200 minl, determineu:

a) L'amplitud de la for¢a transmesa al terra i la del moviment de la maquina.

Si la maquina es munta sobre una llosdotaigd de1200 kg i larigidesa dels elements
elastics s’augmenta a fi de mantenir la deformaci6 estatica en 5 mm,

b) Quines sobn ara les noves amplituds?

Soluci6:  a) Fyp=560,0N x,=0,6344 mm
b) F,=560,0N x,=0,1730 mm

P2-31
Un motor electric demassam,, = 68 kg estamuntat
ﬂ sobre unallosa de massay = 1200 kg. Elmuntatge
ressona quan la velocitat dgir del motor és

n =900 min! i la seva ra6 d'esmorteiment és 0,1.
Si a causa del desequilibri del rotor el mogmera
una for¢caF = 1000 sin(15@), determineu:

m,, = 68 kg m, = 1200 kg
n=900minl {=0,1 a) L'amplitud de I'acceleraci6 vertical de la llozg.

b) L'amplitud de la forca transmesa al tefg,.

Solucié: a) X, = 1,276 m/3
b) Frp=670,3N

P2-32

S’ha d’instal-lar un instrumemelicat, de massm= 110 kg,sobre unasuperficie que
vibra af = 20 Hzambuna acceleraci6 d’amplitug, = 0,15 m/3. Si entre lasuperficie i
I'instrument s’intercala un element elastic de rigidésa300 N/mm iesmorteiment
¢ =500 N/(m/s), determineu I'amplitud de I'acceleracig ransmesa a l'instrument.

Si 'amplitud de I'acceleracié maxima que pot suportar l'instrumerg,£s= 20 mm/8, i
nomeés es disposa d’elements elastics del tipdisat, suggeriu una solucié i feu els
calculs de comprovacié necessaris per validar-la.

Solucio:  ar, = 31,96 mm/3
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P2-33

El comportament vibratod’'una bancada on hi Haat un motor epot descriure amb
suficient aproximacié com un sistema d’'un @mnb movimentwertical. La frequéncia de
rotacié del motor é6= 50 Hz i la vibracio és deguda al desequilibri del rotor.

Experimentalment s’ha determinat que per a agesstma lafreqliéncia propia és
fo = 40 Hz, la ra0 d’esmorteiment és- 0,025 i que excitant a aquesta frequencia amb
una for¢a d’amplitud~, = 100 N el desplagament eés d’amplitgd= 1 mm. Determineu:

a) La separacio temporg} entre maxims consecutius i el decremlegaritmicd de la
resposta lliure.

b) La massan, la constant de rigide$a la constant d’esmorteimeatel sistema.

En posar ermarxa el motors’observa que la vibraciéo de la bancada és d’amplitud
Xp1 = 0,1 mm i es decideix modificar la bancada duplicant la massa total. Determineu:

c) La forca d'excitacid-g, provocada pel funcionament del motor.
d) La vibracié x,, de la bancada i la forcansmesa al terr&r, després de la
modificacio.

Refeu I'apartat d) si la modificacié consistis en duplicar la rigidesa.

Solucié: a) Ty=2501ms 6=0,1571
b) m=31,66kg k=2KkN/mm c=397,9 N/(m/s)
c) Fgp=113,2N
d) Xpp=26,62um Fy,=53,35N
d) Xpp=128,lym Fr,=5125N
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El péndol de la figura es manté en funcionament gracissea
bobines que li comuniquen I'energia necessaria. S’ha ajustat la
seva distribucié demasses de manemgue amb un moment
d’inércialy = 1 kg n? té una freqiiéncia propig= 1 Hz.

S’observa que soscil-la lliurement’amplitud es redueix a la
meitat cada 10 oscil-lacions.

a) Determineu la rad d'esmorteimert i la influéncia
d’aquest en el periode de les oscil-lacions lliures.

Per mantenir una oscil-laci6 d’amplitud ¢,= 0,05 rad
mitjangcantles bobines se li aplica umpuls cada vegada que
passa per la posicio d’equilibri en un sentit establert.

b) Es modifica la frequiéncia d’oscil-lacio?

c) Quin és el moment respecte a l'articulacié O de I'impuls necessari?

Desprésd’una modificacié I'impuls edona en urextrem de l'oscil-lacid, si bé’ajusta
per mantenir la mateixa amplitud d’oscil-lacio.

d) Com es modifiquen el periode d’oscil-lacié i el moment de I'impuls?

Solucié: a) ¢=0,0110 AT/T) =61-168
b) No
c) M(O)=0,02104 Nms
d) T=0,9415s M(O)=-0,1126 Nms
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P2-35

En la maquina de la figura torredora

I ‘9 de massam; = 0,5 kg es mouaccio-

my nada per unalleva desmodromica

d’excentrica i equilibrada. Lhancada

( r o A1) de massan, = 150 kg estasuportada

n : per 4 elements elastics de rigidesa
k = 3000 N/mm situatprop de cadas-

cun dels vertexs de la base.

k k x(t)  La lleva de radir =25 mm iexcen-
tricitate = 1 mm gira an = 2900 mint.
7 Determineu:

m,; = 0,5 kg e=1mm a) L’amplitud x, del desplagament
m, = 150 kg r=25mm. de la bancada.
k=3000N/mm  N=2900min-l

b) L'amplitud Fr, de la forca
tramesa al terra.

Si la forca tramesa npot superarels 40 N inomés es disposa del tipgéelements
elastics esmentats,

c) Suggeriu una solucié que no compdisminuir elnombre de suports i feu-ne el
calcul de comprovaciéRaoneu i justifiqueu si en aquesta soluelé elements
elastics poden suportar la forca estatica.

Solucié:  a) X, =24,53um
b) Frp=294,3N
c) Col-locar dos elements elastics en série a cada suport.

VIBRACIONS MECANIQUES, Cap. 2 17



P2-36

Es vol instal-lar una
maquina recolzada
directament sobre un
\‘ . forjat | per tal de
\\ \\ A preveure el nivell de
| f2\/ Ha~ T o 1°  vibraci6 que shi
\/ produira es fa una
estimacié experimental
v de les caracteris-tiques
del forjat en lindret on
s’'instal-lara la maquina.

e

et
—
—_—
— ]

m = 1000 kg u=0,2kgm . L
n =750 min-l k=107 N/m En un assaig estatic

s’'obté una rigidesa
vertical k=10 N/m i en
un assaig deresposta

lliure s’obté el grafic de vibracié adjunt.

Determineu:
a) La frequencia propia i la raé d’esmorteiment del forjat.
b) La massa i 'esmorteiment equivalents del forjat.

Si la maquina amb la seva bancada té una nmassh000 kg i la causa fonamental de la
vibraci6 és el rotor de la maquina qgiea an= 750 minl i el seu desequilibnmaxim
previsible és1= 0,2 kgm,

c¢) Quina és I'amplitud previsible del desplacament del forjat?

Solucié: a) fy=10,05Hz {=0,1009
b) m=2507kg ¢=3196kNs/m
C) X, =103,7um

18 VIBRACIONS MECANIQUES, Cap. 2



P2-37

Un grup motor-compressor esta unit al circuit d’aoenprimit mitjangant unacanonada
flexible a fi d’eliminar uncami detransmissié devibracions a I'estructuraPel mateix
motiu esta muntat sobre una bancaa@b 4 potes situades sobrmdements elastics
iguals. La bancada més el grup tenen una nrass200 kg i la deformacio estatica dels
elements elastics sota el seu pex£s 2 mm. Enfuncionament el compressgira a
n=2880 mint i l'amplitud d'acceleracié de la vibraci6 vertical é& =3 ms.
Determineu:

a) La forca transmesa al terra.
b) El desequilibri del grup.

La vibracio de la bancada es considera excessiva idesstja disminuir-la
aproximadament a la meitat sense augmentar la for¢a transmesa.

c) Suggeriu una solucié que no compaitiitzar elements elastics de diferent tipus i
feu-neels calculs de comprovacidRaoneu i justifigueu si en aquesta solucio els
elements elastics poden suportar la forga estatica.

Soluci6:  a) Fyp=32,36 N
b) u=6,241 kg mm
c) Cal augmentar la massa i la rigidesa al doble i per tant emprar 2 elements
elastics sota cadascuna de les potes.
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Capitol 3

P3-1

. « La figura esquematitza un vehiclactor-
H%ﬂl remolc amb unenganxall elastic de rigidesa

m |k /m‘ k=100 N/mm illargada sense tensiy. Les

R massesdel tractor i delremolc reduides al
% moviment d’avan¢g sOn  respectivament
: m = 5000 kg im, = 15000 kg. Si el vehicle es

m,=5000kg m,= 15000 kg troba en una carretera horitzontacta, no
k=100 N/mm acciona ni el motor nelsfrens iles resistencies

Vo=30mis v, =1mis . . - .
passives son negligibles, determineu:

a) Les matrius d’'inercia i de rigidesa.
b) Les frequiencies i els modes propis de vibracio.

c) El moviment delractor x(t) i el moviment relatiuy(t) si el vehicle avanca amb
velocitat mitjanazg= 30 m/s i la velocitat relativa maximags= 1 m/s.

» 020 -150] 4 M 0O
Sol : M= 0 K=
olucio: a) H—15 15 Ejl E) 105%
b) f1=0 Hz p={1 07
f,=0,8219 Hz  p,={3 4’
) x(t) =30t +0,1452 sin(21t,t)
Cc

y(t) = 0,1936 sin(2r,t)
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P3-2

En el sistema de la figura les dues barres OP i PQ s6n
uniformes, de massm =3 kg i llargada R=2 m,

Les articulacions O i P s6n d’eixolsoritzontals
paral-lels i lesresisténcies passives associades al
moviment de ledbarres son negligiblefer a les
petites oscil-lacions a’entorn de la posicid
d’equilibri ¢, =¢, = 0, determineu:

a) Les matrius d’'inercia i de rigidesa.

b) Les frequiencies i els modes propis de vibracio.

m=3kg L=1m c) El movimentque s’estableix si es parteix del
= 2 < . .
lg = (W3 mL repos en la configuraci¢, =¢, = 5°.

: 16 60 % 0Q
Solucié: a) M= K=
% 40 o 3
) f,=0,3017 Hz  p, ={0,5729, 0,8196}
f, =0,8090 Hz p, ={0,4304, -0, 9026}T
0 ¢4 (t) = 4,390° cos(27141t) + 0,6102° cos(271»t)
@, (t) = 6,280° cos(271;t) — 1, 280° cos(271,t)
P3-3
" ;. En el sistema de la figurdées molles estroben
= x| X2ﬁ & Q estirades amb una tendig suficientment elevada per
*’J\/\l;\/\[ m J\/\}(\/\[ m W poder-la considerar constant els petits moviments
2 a I'entorn de la configuracié d’equilibsiy =x, = 0.
L L L Determineu per a aquests moviments:

a) Les matrius d’'inércia i de rigidesa.

m= 0,5kg L=025m o . L
To= 10kN b) Les frequiencies i els modes propis de vibracio.

c) El movimentque s’estableix si es parteix de la
configuracio d’equilibri amix; =1 m/s, x, =-1 m/s.
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Solucié:  a) M:E)(’)S OOSE K:E_zl _21%1&04

f; =45,02 Hz p=+v2{1 3T
f, =77,97 Hz p, =v2{1 -3 "

b)

x4 (t) = 2,0411103 sin(27f,t)
X () = —2,04110 73 sin(2tf,t)

Els dos péndols de la figura sén iguals inalla

gue els uneix té una llargada sense tensio igual a
la distancia entre articulacions de mangue la
configuracio ¢;=¢,=0 és d’equilibri.
Determineu per al moviment Bentorn de la
configuracié d’equilibri:

a) Les matrius d'inércia i de rigidesa.

b) Les frequencies iels modes propis de
vibracio.

c) El moviment dels péndols que s’estableix si parteixen del reposcenfiguracio
®1 =¢g, 9, = 0. Estudieu en detall ehovimentquan la constank de la molla és

petita.
0 2 L2 ]
Solucié: a) M :mL2E1 = K:%ngL +2ks s 2
%) 1% 0 —ks mgL + ks
1 /g T
fi=—,/= H =
1= omL z p={1 I
b) 1 L + 2ks?
mg S _ T
fp=—= H =11 -1
275 g p, ={1 -1
1
91(t) = > ¢o(cos(2rt;t) + cos(2m,t))
C)

82(1) = o (cos2rty) - cos2rt,1)

Si k és petita en ainoviment decada pendol es presenten batements
decalats mig periode de batement.
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P3-5

| Un perfild’ala d’avié que s’ha d’assajar en un
tunel de vent esta suportabm s’indica a la
figura. Les molles linealtorsional s’hanmuntat
de manerague la configuraciax=0, ¢ =0 és
d’equilibri.  Determineu per a aquesta
configuracio:

T
f—
«

a) Les matrius d’'inercia i de rigidesa.

b) Les frequéncies Eels modes propis de

m= 5kg o= 0,5kgm2 . .
k= 10N/mm k.= 1000 Nm/rad vibracio.
e=02m c) El movimentque s’estableix si es parteix
del repds en la configuraci&= 10 mm,
¢ =0.
1 4 0
Solucié: a) M= > - K= %O 03[]
H 0,5 90 10°0
b) f; =5,571 Hz p; ={0,3015, 0, 9535}T
f, =11,74 Hz p, ={0,3015, -0,9535} '
) X(t) = 5(cos(2t;t) + cos(27,t)) mm
c
$(t) =15,810103(cos(27f,t) — cos(27f,t)) rad
P3-6
Les duesmassespuntuals P i Q de la figura
X1 f lg estan unides per la barrigida AB de massa
A Pl ’E‘ g B negligible. Aquesta barra recolza sobmelles
- om de constank =1 N/mm i llargada sens¢ensio
k ITI k adequada petal que la configuracidGamb la
L L L 7 barra horitzontalx; = x, = 0, sigui d'equilibri.

Determineu:

m= 12 kg k=1N/mm

a) La tensio dédes molles en laonfiguracio
d’equilibri i per als petits moviments al seu
entorn.

b) Les matrius d’'inércia i de rigidesa.

c) Les frequéncies i modes propis de vibracio.
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d) Els punts nodals de cada mode propi.

e) El moviment que s’estableix si es parteix del repos en clanfiguracio
X1 = Xo = 10 mm.

Solucié: a) Tpo=16gN Tg=20gN

2 0 5 -4
) m=22 9O K=D 03
H0 244 Ha 5
) f, =1,178 Hz p, ={0,9212, 3} 7
C
f, =3,800 Hz p, ={-2171, 1} '

d) Per al primer mode el node es troba a 11#&8esquerra de P.
Per al segon mode el node es troba a 0)684/@ dreta de P.

X1 (t) = 9,446 cos(2rt;t) + 0,5535 cos(21f,t) mm

e
) X5 (t) =10, 25 cos(2rtf1t) — 0,2549 cos(21,t) mm
P3-7
A K B Els dos péndols de la figura son iguals i estan units per
—¢> = — T una barra que actua de molla de torsié de congtdet
2 ! maneraque la configuracidp; = ¢, =0 és d’equilibri.
Lg La massa dées barresaixi com lesresistencies passives
L son negligibles. Determineu permbviment al’entorn
de la configuracié d’equilibri:
m m a) Les matrius d'inércia i de rigidesa.
eQ O

b) Les frequencies i modes propis de vibracio.

c) El moviment delspéndols que s’estableix si es
parteix de la configuracio dequilibri amb
$1 =90, $, =0. Estudieu en detall el movimequan la constank de la molla és
petita.

d) La seccio nodal de la barra en cada mode.

‘. _ 2|j- 0O _DTUL*‘k -k O
Solucié: a) M=mL %) 1@ K_E Lk mgL+kE
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1 g ,
== 9 H .
1 2\”_ z P1 {1’1}

b)
1 |mgL +2k _f1 T
f2—2T[ mL2 Hz P2 {1' 1}
¢ (t)—— P sin(2nf t)+—¢—osm(2nf t) rad
72 om, 7 2 21, 2
C) b s
PO —?OSIH(ZT[flt) - —#sn(anzt) rad

2
Si k és petita en ahnoviment decada péndol es presenten batements
decalats mig periode de batement.

d) En el primer mode totes les seccions de la barra tenen la mateixa rotacio.
La seccio nodal del segon mode és la seccio mitjana de la barra.

P3-8

La cadena ddransmissiod’'un tractor de
ferrocarril espot esquematitzar en karma
indicada a la figura. Lamassatotal del
d tractor ésm I, €s el moment axial’inercia
del rotor del motorl, és el momend’inercia
del reductor reduit a I'eix dsortida,l; és el

Reductor 1

l.= 5 kg m2 |, = 24 kg m2 momentd’inércia de cada eiamb lesdues
lc= 200 kg m2 m= 4000 kg rodes. Les rigideses torsionals dels arbres de
ik - 3105 Nim/red :‘2 f 105 Nmred transmissio soR; i ky. Determineu:
= =
d=1m a) Les matrius d'inércia i de rigidesa.
b) Les frequencies i modes propis de
vibracio.
d 0 0[O 4 -8 00
_ O -0 _ 5
Solucié: a) M= 24 0 - K=g8 22 -240
M 0 1400 O -24 960
fy=0 Hz p={8 4 3T

b) f,=2183 Hz p,={-0,9328 -0,3567, 0,05111}"
f3=63,60 Hz  ps ={-0,8951, 0,4459, —0,005001} '
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‘) b Un modelsimplificat per a I'estudidinamic de la

N ‘g suspensié d’'un vehicle es pmduir al sistema
m de dos graus de lliberteamb moviment pla
@Q /@ representat a la figura en laonfiguracio

z d’equilibri.  Preneu com a coordenades

,-'><'<'
kl/ Ly L, ‘ K, generalitzades el desplacament vertizaldel
centre d'inéercia G i la rotaci@ del xassis,

m=1200kg  Ig=200kgm? ambdues a partir de la configuracié d’equilibri.
L,=14m L2= 1,6m ]
k,=50N/mm k=30 N/mm Determineu:

a) La tensié ddes molles en laonfiguracio
d’equilibri i per als petits moviments al seu
entorn.

b) Les matrius d’inercia i de rigidesa.
c) Les frequéncies i modes propis de vibracio.
d) Els punts nodals de cada mode propi.

e) La condicié que han deerificar les rigideses deles mollesper tal que les
coordenades generalitzades¢ siguin dinamicament desacoblades.

Solucié: a) T,;=640g N T,=560g N

200 0 80 -22
) M=Z - K=r 03
Ho 200H H22 174,8
) f, =1,275 Hz p, ={0,9909, 0,1346}"
C
f, =4,712 Hz p, ={0,02263, —0,9997} '

d) Per al primer mode el node es troba a 7,362 m a I'esquerra de G.
Per al segon mode el node es troba a 22,64 mm a la dreta de G.

e) Cal que la matriu de rigidesa sigui diagonal i perkaht =k, L,
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P3-10

Sobre la guia circular deistemaesquematitzat a la
figura espodenmoure senséec lestres particules
de massan que es troben unides parolles de
constantk. La configuracioamb lesparticules a
120 és d’equilibri i per a aquesta configuracio6 les
molles edroben estiradeambuna tensiol,. Per a
les petites oscil-lacions alentorn de Ila
configuracié d’equilibri determineu:

a) Les matrius d’'inercia i de rigidesa.

b) Les frequencies i modes propis de vibracio.

1 @ 0 OD 62 12 -1 -10
Solucié: a) —6%) 1 4581 2 —1%
M 0 1@ Bl -1 20

fi=0 Hz p={1 13"

b) f,=13=1378 Hz  p, i p3={d10, P20 ¢3o}
amb @19 +@op + 30 =0

X, m, El dibuix de la figura esquematitza wdifici de dues
plantes on es suposa queriassaesta concentrada en els
forjats, que aquests son totalmenigids i que el seu
moviment al’entorn de la configuracié d’equilibri és
horitzontal. Determineu per ahoviment al'entorn de la
configuracié d’equilibri:

a) Les matrius d’inércia i de rigidesa.

b) Les frequiencies i els modes propis de vibracio.

2= 2 c) El moviment que s’estableix si es parteix del repos a la
configuraciox; = X, = Xg.
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0 3 -1
Solucié: a) M :mg 1% K:kﬁ_1 1%
1 'k T
== H ={1, 2
1 |2k .
f,= = | H ={1, -1
255 2 P2 {L-3
X, (t) = %0(2 COS27;t) + COY2TTt))
C)

X, (t) = X—??(4 COS(2THt) — cog 21T t))

P3-12
n Un garbell esta muntat sobre umarc que
garbell N / mare recolza a terra a travéd’'uns elements
ﬂj\/lv<\, m, elastics. La massa debnjunt ésm = 200 kg
77;” . ' ilafreqlencia propia coincideix gairebé amb
la d’excitacié. El garbell t¢ umoviment
rgorgtg(t):mizg? kg ma=50kg alternatiu de freqiiéncia = 600 minl. A fi
de disminuir lesvibracions delmarcs’hi vol
instal-lar unabsorbentdinamic noesmorteit
de massa, = 50 kg. Determineu:

a) La rigidesa optim&, de I'absorbent.
b) Les noves freqliéncies propies distema si emunta I'absorbenamb larigidesa
optima.

Solucio: a) k,=197,4 N/mm
b) f;=7808Hz f,=12,81Hz
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P3-13

En una planta deefrigeracio,durant la posta a punt, una seccio de la canonada per la
qual circula el refrigerant va vibrar violentamequan la velocitat deregim del
compressor era = 232 mint. Per eliminaraquest problema es decideix muntar un
absorbent dinamic no esmorteit a la canonada. Erpumaraprova un esmorteidor de
massam; = 1 kg muntat sobre laanonada i sintonitzat a la frequéencia propia fa
apareixer dues ressonancies, la inferior a freqiéncial98 minl. A causa de possibles
fluctuacions de la velocitat de funcionament del compressor es considera necessari que
les ressonancies de la canonada estidara de labanda compresa entf60 mint i

320 minl. Determineu lamassam i la rigidesak d’'un absorbent adequaixi com les
frequéncies de ressonancia que s’obtindran.

Solucié: m= 5,707 kg k = 3,369 N/mm
ny = 160 mint n, = 336 minl

P3-14

Un absorbent de vibracioresnprat en arbres
amb vibracions torsionals consisteix en un

/| o1 a%} volant situat dinsd’'una carcassaolidaria a

?:( 33 . . 'arbre | que potgirar respecte aaquest.
el o L’'espai entre el volant i la carcassa s’emplena
B amb fluid visc6s que estableix acoblament

dinamic entre ambdés. A la figura es mostra
'esquema d’un sistema equivalent amb
moviment lineal. Determineu etoeficient
d’esmorteiment introduit a la vibracio
torsional de l'arbre.

Solucié:  Crgg =C—5——
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P3-15

En el vehicle de la figura el rotor del motor

esta unit a l'eixmotriu a través d'un eix

elastic de rigideski d’'un reductor de relacio
iy de reduccidi. Les resistencies passives son
equivalents a una for¢ca reduidal’avang
F=cv essentv la velocitat d'avang. El

m= 1200 kg .

|,= 1kgm2 |,= 0,5 kgm2 vehicle es troba sobre una carretera

'r<f é%%'?'nmfrad o= ;)100'\' sm horitzontal i recta i no acciona ni el motor ni
’ els frens. Preneu elector decoordenades

generalitzadeq = {¢4, ¢} T i determineu:
a) Les matrius d’inércia, de rigidesa i d’esmorteiment.

b) Les frequéncies i modes propis de vibrapidls i 'esmorteiment associat a
cadascun d’aquest modes si es negligeix I'acoblament per esmorteiment.

c) Els modes propis de vibracié complexos.

d) Les expressions generals dgt) utilitzant I'aproximacio dels modeseals
esmorteits i els modes complexos.

0 -5 0
Solucio: a) M= d - = El C= 0 -
H 76H EL5 25 H 25H
fi=0 Hz p={5 1T c/m=0,2475 s
f, =1,835 Hz p, ={-152, 37 ¢,=3532007°
c)
A= ,\g = -0, 04069 + 11, 53] py = p2D :{15’ 20e/313 1 175 3e715% 11 53ejl’574}
A3 = —0,2476 ps ={4,997, 1, —1,237, —0,2476} '
Ay =0 ps={5 10, 0}
( A, e7024T5t Bl) Ha ¢, e 004071t E15 20 cos(11,53t + ¢ + ")E
HH 5 cos(lL53t+@) O

0 [14 9971
%0\1 o-0.2476t D +, E}L%
|j 1
_0,04060t 15,20 cos(11, 53t + ¢ +3,113)

Ce cos(11,53t + @) E
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Un volant d’inércia denoment axiald’inércia I,
disposa d'un absorbentdinamic torsional de
moment axiald'inércia l, que potgirar lliurement
respecte a l'arbre. Entre ambdos hi handlles
iguals deconstantk coms’indica a la figura i un
fluid que introdueix entreells un parell viscos
cd (¢ és la velocitat angular relativa)
Determineu:

a) Les matrius d'inércia, de rigidesa i
d’esmorteiment del sistema.

l; =04kgm2  I,=0,1kgm? b) Les frequiencies i modes propis de vibracio si
k=25103N/m c¢c=10Nms ligeix I .
r = 100 mm es negligeix I'esmorteiment.

c) L'efecte de [I'esmorteiment sobre les
freqliencies i modes propis.

d) La matriu de resposta harmonica si es pren com a entrada ellvectby, I} T de
parells d’excitacié i com a sortida el vectorq={¢, -}T de coordenades
generalitzades.

e) L'amplitud de la rotacio relativa eregim estacionarig,si s'aplica un parell
oscil-latori/(t) = 100 cos (100 N m al volant.

. 04 00 0l -1 3 ol -1
Sol ; M = K= 0 C= 0
olucio: - a) Ho 0,1 H1 1%1 H1 1%1
b) f1=0 Hz p={1 37
f, =17,79 Hz p, ={1, -4

c) Laforma dels modedj no varienf, = 14,75 Hz i el segon mode és
esmorteit.

d) H(a)):[—Mw2 +Cuj + K]_l

e) ¢,=0,01961 rad
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La corredora de la figura damassam pot lliscar

F X
s . m liurement al llarg de laguia i disposad’un
— 1] k my| K| |—— absorbentdinamic lineal de massa, Entre les
I AW % A — duesmasses hi hduesmolles deconstantk i un
fluid que introdueix unfrec viscds cx (x és la
velocitat relativa). Lesnolles estan comprimides
m= 4kg m,= 1kg L .
k=5000N/m  T,= 1000 N ambuna tensioT, per ax; =X, = 0. Determineu
¢ = 100 N/(m/s) emprant els valors numeérics donats:

a) Les matrius d’inercia, de rigidesa i
d’esmorteiment del sistema.

b) Les frequiencies i modes propis de vibracio si es negligeix I'esmorteiment.
c) L'efecte de I'esmorteiment sobre les freqiiencies i modes propis.

d) La matriu deresposta harmonica si es pream aentrada el vectoF = {F, F5} T
de forces d'excitacid icom a sortida el vector q={x;,%X,}T de velocitats
generalitzades.

e) L'amplitud de la velocitat relativa erégim estacionariv,si s'aplica una forca
oscil-latoriaF(t) = 1000 cos (2a) N a la corredora.

_ @ 0Qg I S I R ~m -1g o,
Solucio: a) M_E) E K_B'l 1§10 C_H—l 1%10

1
b) f1=0 Hz p={1 37
f, =17,79 Hz p, ={1, -4

c) Laforma dels modedj no varienf, = 14,75 Hz i el segon mode és
esmorteit.

d) H(®)=[-Mw?+Caj+ K]'le

e) Vp=1345m/s
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P3-18
El nucli d’'un relé magnetic té unamassa

Contactes ks

h Rﬁg m; =50 g i lamolla que elpremcontra els
contactes és de constakf = 3N/mm. Els
contactes estan muntats en ulasa elastica
de rigidesa axidt, = 1,2 N/mm. Entre lguia
i el nucli hi ha frec viscés deonstant
c =2 N/m/s.Sobre el nucliactua una forgca
electromagnetica sinusoidal de frequencia
f =50 Hz i amplitud=, = 1,5 N. Determineu:

| | a) La frequencia propia 1 la rad
Bobina y d’esmorteiment del nucli.
m,=50¢ k,= 3N/mm b) L'amplitud de la fluctuacio de forga en
ko=1,2N/mm c¢c=2N/(m/s) els contactes.
f=50Hz Fp= 15N
m,=5g9 ky= 0,5 N/mm A fi de disminuir aquestes fluctuacions

s’incorpora un absorbent no esmorteit de
massam, = 5 g unit al nucli amb una molla de constgy® 0,5 N/mm. Determineu:

c) La matriu d’estat del sistema nucli-absorbent.
d) Els modes propis de vibracié complexos.

e) La inversa de la matriu de resposta harmonica si expreraentrada el vector de
forces d’excitacioF i com a sortida el vector de coordenades generalitzades

q= {Xli XZ}T'
f) L'amplitud de la fluctuacié de forca emls contactesamb aquest absorbent
instal-lat.
Solucié: a) fy=46,13 Hz {=0,06901 b) Fcp=1,862N
n 0 0 1 00
O O
0 0 0 0 1D

Cc =
) F9410° 10% -40

00
H 105 -10° o o
d)
- - : T
A =A3=-8974+357,6] p,=p5={0,2853e712%5, 1, 102 1¥19, 357,7el15%)

A3=A3=-11,08+256,0] ps=p;={0,3505¢710%"7, 1 89,81e/™%52, 256,261}

~ %50 103 w? + 2aj + 4700 -500 B
0 -500 5103 w? +500]
)  Fcp=0,04665 N
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P3-19

Bancada
lg A la figura es mostra de manera
/ esquematica la disposicidun mun-
Proveta . . L.
/ tatge per realitzar assaigs de fluencia.

La proveta té unaigidesa longitu-
Carrega dinal entre extrem&=5-16 N/m i la
seva massaaixi com I'esmorteiment

— | T 2(t) gue introdueix es poden considerar
” negligibles.
A causa del funcionameifun equip
m, =1000 kg 53=1,8mm instal-lat en una zona propera la
m, =20 kg =01 bancadasolidaria al terra vibra amb
Koyovera = 5-10°N/m  Z(t) = 30 cos(2 T 74 1) pm un moviment harmonic vertical

Z(t) = 30 cos(&x 74t) pum.

Determineu (Suggeriment: feu-vos un
esquemasimple del sistema encada
situacio):

a) L'amplitud del moviment vertical absolut de la carrega.

b) L’amplitud de la forca de traccié dinamica aplicada a la proveta.

A fi de millorar les condicions d’assaig, es col-loca un aillament elastic eftamdada i
el terra. La deformacio estatica d’aguest sota el pes de la bandadd @&smm iamb un
assaig de respostiaure s’ha obtingut una radé d’esmorteimeht 0,1 per al moviment
vertical. Determineu:

c) L’amplitud del moviment de la bancada (sense proveta ni carrega).

d) Una estimacié de laova forca de traccid@inamica aplicada a laproveta
(Suggerimentsuposeu que la preséncia de la provetanodifica sensiblement el
moviment de la bancada).

Per tal de realitzar uastudimésprecisdel muntatge compldbancadaambaillament i
proveta amb carrega) es decideix utilitzarrmodel dedos graus de llibertgdtnoviment
vertical de la bancada i de la carrega). Determineu, considerant el terra en repos:

e) Les matrius d’inércia, de rigidesa i d’esmorteiment.

f) La matriu d’estat que apareix en la determinacio dels modes complexos.

VIBRACIONS MECANIQUES, Cap. 3 35



Solucié: a) X,=221,8um
b) F,=9589N
C) Yp=1,247um
d F,=39,86N

20 0 [ _[5 -5 6 _© 0 O

e) = K = ® c= 2
Ho 1000H H5 10,45 b 14,6710%H

0o o 0 1 0 [

5 oo | O B 0 0 0o 1 E
A= Mk IcH G2somo®  250m0° 0 0 O
Hsmo® -1045m0° 0 -14,76H
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Capitol 4

P4-1
4 p En el sistema de la figura torredora demassam
= . . .,
pot lliscar sobre la guiaPQ. Latensio de lamolla
m .
7 ! g B E Ix dreta es povariar movent el seu extrem Per a
B = = i6
d Q ¢ ;3]7 x =0,y =0 la tensio de la molla &s.

a) Determined’equacié delmoviment per a les
petites oscil-lacions de la corredoravaltant
de la posicio d’equilibri.

b) Estudieu l'estabilitat d’aquestasscil-lacions si el moviment de I'extrem E de la
molla dreta és y(t) =y,cos(2ft). Considereu el cas en el que
f2=0,4f¢ =0,01f,> essent, la freqiéncia propia transversal agf) = 0 i f, la
frequiencia propia longitudinal si la guia no hi fogt) = O.

k
<o, Yo cog(2rt t)@x =0

Solucié: a) x+
md md

b) Inestabilitat si% >0,03

L’articulacio del pendol de la figura es desplaca verticalmegbns
I'expressioh(t) = —h, cos(2t t).
a) Determineul’equacio del moviment i les configuracions
d’equilibri.
b) Estudieu I'estabilitat ddes configuracions d’equilibri per a
(mUlg) =1 mlh,=0,1m.

Solucié: a) ¢ +pom9k Mt

PR (2rf)*h, cos(2nft)§sin¢ =0
Les configuracions d’equilibri corresponen a
¢=n1tambn=0,1, ...

b) Perapeq=0 només eés inestable pdr-aXy/n amb
fo = 10,4985 Hzn =1, 2, ... i un petit entorn.
Per a¢eq =TT nOomMes és establefst 7,05 Hz.
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En el pendol de la figura es mou I'extrem E del fil de manera que la seva

E
llargada é4 (t) = LytL, cos(at t).
e | g
‘ a) Determined’equacio delmoviment per des petites oscil-lacions
del péndol al voltant de la configuracio d’equilibri.
L
b) Estudieu [l'estabilitat d'aquestes configuracions Lgi=1m,
) L, =0,01 m.
P
" oL
Solucié: a) ¢ +T¢ +%¢ =0
b) Es inestable perfa 2f, = 1,003 Hz amb
_1 /9
fo==— |—.
2\ Ly
Per a la resta de frequencies I'estabilitat €s critica.
P4-4
A causa de la manca d@metria derevolucio la
% Lg rigidesad’un arbre a flexio mesurada en un pla i

= = referida al desplagament del spunt mitja es pot

Ix expressarcom k = kytk; cos(2) essent¢ I'angle
gque posiciona el pla respecte a I'arbre. Aquest arbre
suportasimetricament umotor rigid equilibrat i gira
amb velocitat angulaw = 2rtf constant.

a) Determineu I'equacié del moviment per a les petites oscil-lagfrde flexio en el
pla vertical.

b) Estudieu l'estabilitat d’aquestes oscil-lacions considdans K.

. - [Ko K 0 Ky
Solucié: a) &+ 5—+-—=co94rft)—c=—-—gcod4rft
) Oyt SO = = goo(art)
b) Ressonancia per b:h amb f, -1 ﬁ
2 2\ m
Inestabilitat per &=fyyn ambn=1, 2, ...
38
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Capitol 5

El sistema de la figura'utilitza com a fre decinta per
introduir un parell a I'eix de la politja. La cinta esnsidera
inextensible i demassanegligible. El coeficient de frec sec
entre la politja i la cinta és funcié6 de la velocitat de
lliscament ui(vyis). Per ax=0 la molla esta distesa si la
politja pot girar lliurement.

a) Determineu, effuncié de la velocitat de rotacio de la
politja, la posicio d’equilibri del bloc i elparell de
frenada.

b) Establiu I'equacié delmoviment per ales petites
oscil-lacions a I'entorn de la posicio d’equilibri.

c) Estudieu la possibilitati’autoexcitacido de vibracions
en el fre.

p(m2) _
o _ mg _ —mar &1
Solucié: @) Xeq = Ho(7?) amb g = p(wr) T =mgr H(2)

b) mé+%“0(”’2)“mggb%+e“0("’2)ks:0 amb b= (3/”
llis

Ho(T/2)
c) S’inicia autoexcitacio sb < - =
ng
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